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单 值 扩张 性 (Single valued extension property) Æ 
N.Dunford 引入 的 一 个 重要 概念 ， 迄今 这 一 概念 已 成 为 算 子 
理论 的 重要 工具 之 一 。 | 

& AC p(T), W RG,T) = GI T) & p (T) 上 的 解析 函 
Xt, XH x€ X, ROT) x 的 解析 性 区 域 可 能 比 p(T) K, 
$c ii R (A,T) x 的 解析 扩张 为 f(A), SEX PD(f) = o(T), 
JE El | 
(I—T)f(4)2x, A€CD(f). 

f (4)  R(A,T)x, AC p(T). 

HH, PR f:D(f)->X 是 D(f) 上 的 解析 函数 ， 
D(—(f) S CoEJFSR, mH. 

(i) D(f)2p(T)| 

(ii) (AI—T)f(4) - x, A€D(f)s 
W SK F(A)z& R(A,T)x 的 解析 扩张 (analytic extension). 

值得 指出 ， 解 析 扩 张 不 同 于 解析 开拓 Canalytic continu- 
ation) ， 解 李 扩 张 后 的 定义 域 D(f) 可 能 是 不 连通 的 。 

定义 1.1 k R(A,T)x 有 单 值 扩 张 性 ， 若 对 R(4,T)x 的 
两 个 不 同 的 解析 扩张 f, z, d 

F(A) =g), AED(F)N Die). E 

定义 1.2 称 了 TE 多 (X) 有 单 值 扩张 性 《或 性 质 (4))， 

— 1 一 


若 对 每 个 xEX，R(4T)x APAP IKE. —BA ie ERA 性 所 
CA) 的 算 子 为 (4) X. 

定理 1.1 iTC(X), M FREUE SUB 

(i) T fH mde sk 

(ii) XHEMI EE f DO >X, m (AI-D)f (2) =O, 
VAFA =0, 4€D(f), IER: D(f) 8 € SOT S 3: 

(ii) WHEW ACC, E Ao ZAESAU(A,) , XIU(A,) 
上 的 任意 解 慎 函数 F(A), [HH(AI-T) (A) 20, £p FO 5 O, 


LEU (h). 
证 明 Gi) 与 (iii) 的 等 价 性 是 明显 的 ， 往 证 G) 与 ii) 的 
等 价 性 。 


(ii) 一 > (i)。 令 xEX，f,g 是 R(4,T)x 的 两 个 解析 扩张 ， 
D(f)2p(T), D(g) 2p(T), THE 
(AI-T) f (4) =x, ACD(f), 
(AI-T)g (4) =x, ACD(g). 
it A()-f()-g(2), ACD(h)  D() DD(g). 59x 
D(h) 2p(T), h(A) Æ D(h) 上 的 解析 函数 ， 而 有 则 
(AI-T)h(4) =0, ACD(h). 
由 i 
h(4) 0, ACD(h). 
六 此 
f(A) =g (1), 4.ED(f) ND(g). 
dk (i) IKSZ » 
(G) => (ii). ^f. D(f)>X E B W 8 B, DOSC 
是 开 集 ， 而 且 
(AI-T)f (4) *0, ACD(f). 
不 失 一 般 性 ， 可 假定 刀 是 连通 的 。 若 D(f)O o (T) > é, 
IAHE A C D(f) D p (T) HF ARKA) ED(f) no(T)， 使 
(AI-T) f (4) =0, AEK (å). 


H K(A,) So (T) Hl, DE f(4)-0, ACK(A,). Bit E. 
数 的 唯一 性 定理 ， 得 
FCA) =0, AC D(f) N e(T). 
我 们 可 定义 开 集 D(g) =D(f) Up (T) Eme Pr H Z 
f (4), A€D(p. 
«Ql, AC p(T), 
| D(g) 2o(T), HA 
(AI-T) g (4) 0, 4€D(g). 
XE, g(AR(A,T)x,, x, = 0 的 解析 扩张 ; V S h(4) = 0, 
ACD(kh) 2€, WS h) 也 是 R(A,T)x,, x =0 的 解析 扩 - 
mk. H (i) 
g (4) -h(4), 4€D(g) n Dh). 
ER T 
g(4) 0, ACD(g). 
特别 | 
f(4) *0, ACD(f). 
t D(f) n e(T) =$， 亦 可 仿 前 证 明 f (4) «0, AC D(f). 
PR: 
若 定 埋 1.1 中 的 结论 Gu) 仅 在 革 一 点 AQ ARA, BP T 
& À bA 34463 Kak, | 
定理 1.2 TC (X) fc A, - 0 EG UHR D SK RE HAX H: 
iE EIERE I] (x.)1,., , f | 
(i) l|x.so' p>0  (n-0,52,") ; 
(ii) Tx.-x4.-,x-1-0 Q(t-0,1,2.,7)2 , 
证 明 RT 在 4=0 处 无 单 值 扩张 性 ， 那 么 存在 À, 202 
HRU 上 非 零 解析 函数 f(A), dh 
(AI-T)f (4) =0, AEU. 


f (À) 一 S aÀ", AEU, a, C X(n=0,1,2, 5). 
n = 0 

由 上 式 

0= (AI-T)f (4) = Yoa A" 71 — XO Ta, 

n= 0 hu 

TRE 

Ta,-0, Ta, =a, (n=0,1,2,.…). 
Jë Cauchy 不 等 式 ， 

la. Mr" (n-0,1,2,*9. 


此 处 7 是 口 的 半径 ，MM>0 是 常数 . Sor, x. = 让 
(n-0, 1,2,-), DUE G) (ii) 的 元 列 存 在 ， 
令 {xs}，, -是 满足 (i) 与 (i) 的 非 零 元 列 ， 考虑 4。=0 之 邻 


s 

U= {a| aere. 
X4 

f) = Exi", ACU. 
, eT 


lx Aica, 0<4g=rp<1, AEU. 
WE FO EU rmdE AREE 83, XAZI (ii)， 


(AI-T) f (4) = Y x.t Joxi"? = 0. 


这 说 明了 工 在 4。=0 处 无 单 值 扩张 性 。 证 毕 。 

推论 1 TC (X) fE À 处 无 单 值 扩 张 性 当 且 仅 当 存在 非 
Fy] (xs), 0) 使 

(i) jz 和 oo"，po>0 (^-0,1,2,-), 

(ii) Tx,-2x.-1tÁAox., x-1*0 (n=0,1,2,°2) 。 


推论 2 TE 多 (XX) 是 非 单 射 的 满 映 射 ， 则 工 无 单 值 扩张 
— 4 — 


br. 
证 明 AAT JEdEJGÉRgARSI, HA HZ xo. fEdxdl-1, B 
Tx -0. X. T fij bi, 根据 升 映 对 定理 ， 存 在 常数 人 二 0， 
对 任意 y EX， 存 在 XE 甘 ， 使 
Tx=y, Ixl<Klyl. 
由 归纳 法 ， 可 选取 xX，， 使 
Ty, =Xn-1, lIxslK|x,-1] (21,2, . 

根据 定理 1.2 J£ 2E 3H 1.1 可知 工 无 单 值 扩张 性 。 

例 1.1 无 单 值 扩张 性 的 有 界线 性 算 子 的 例子 。 

S X Ri BR |z|<1 内 解析 函数 了 在 范 数 


= [Ec] ,f= Per 


下 构成 的 复 Banach 空间 。 
定义 和 上 有 界线 性 算 子 工 ， 


(Tp) (p = fe -f(00 
之 
令 er = z" (=0,1,2，……) ° 则 对 一 切 fex, 
f = $ Cren, Teni = en， Tes =0 (n=0,1,2,.°) . 
n = 0 N 


mH e, = 1. HER 1.2 知人 无 单 值 扩张 性 。 
命题 1.1 在 工 E 瑟 (4) 的 谱 是 朴 良 集 ， 则 了 是 (4) 算 子 . 
证 明 f. D(f) 一 了 是 解析 函数 ， 使 
(AI-T) f(4) =0, A€D(f). 
由 于 o (T) EBELBISS, BEIER A ED(f)， 存 在 4。 之 邻 域 
U RUM BR K, KC o(T). 这样 
(AI-T)f (4) =0, ¿C€ Ke o(T)ñD(f). 
故 必 有 mE 
f(4) *0, AEK. 


从 而 
f (4) 0, AEU. 
由 定理 1.1 可 见 荆 有 单 值 扩 张 性 。 证 毕 。 
命题 1.2 设 TEGB(X) 是 (4) 算 子 ， 则 gs (T*)=o(T*).. 
i T*€ 2(X*) E (A) AF, M o.(T) -o(T). lt 4bo.(T) 
ERT 的 近似 点 谱 。 
证 明 令 A/AC€Go(T)=co(T*), MAI- TARRAT. F AI-T* 
下 方 有 界 ， 则 存在 常数 型 之 0， 使 
| (AI-T*)x*||- Milx*|, x*ex*. 
于 是 4I-T* 的 值 域 是 闭 的 ， 而 且 AI-T*JÉSRSIBy, H hL AI-T* 
的 零 空 间 仅 由 零 元 构成 ， 从 而 AI-T ERIK, 这 与 AI-T 3F 
满 映射 矛盾 。 故 ACo.(T*), BEXAR os(T*)Sa(T*) 是 显 
另 一 等 式 证 明 是 类 似 的 . 


$2 局 部 d 


X TCg(X)&( A) T, WE xcX, R(,T)x 存在 解 
析 扩 张 ， 由 Zorn 引 理 有 一 个 最 大 的 解析 扩张 ， 记 为 (4)， 其 
定义 域 记 为 pr (x) , 称 为 T 在 x 处 的 局 部 予 解 集 。 余 集 or(z) = 
pr(x)“ 称 为 荆 在 x 处 的 局 部 谱 。 显然 or(x) o (T), 而 且 
#(À)  R(A,T)x, AEp(T), 
(AIL--T) z(4) =x, A€pr(x). 
定理 2.1 WT (X) (A) BT, i 
(i) or(x*t y) &or(x)Uor(y), x,y€Xs 
(ii) or(ax) =or(x), aCC, a £0, xC€X; 
(iii) .or(x) =ç SEX x29; 
(v) XE TS-ST, Wjor(Sx)or(x), xC X; 
(v) or(x(A)) =or(x), ACpr(x), xcX. 
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证 明 (i$ ACorG) N orly), MI 

(AI-T) £(4) «x; (AI-T)g (4) =y; A€pr (x) N pr (y) - 
从 而 

(AI-T)(z(4) * 4 (4)) 2x* y, ^€pr(x)flor(y). 
HF z (A) + # (À) TE pr (x) N or(y) 上 解析 ， 知 

pr(x) N or(y) &pr(x- y). 
所 以 
Or(x* y) Eor(x) Uocr(y), 
Gi) # A€por(x), M 
(AI-T)z(A) = x. 
AE ac €, 
(AI-T)az(A)-ax, ACor(x); 
所 以 voc 
AC€pr(ax), | 
或 者 
| Or(ax) Zor (x). | 

反 过 来 的 包含 关系 可 类 似 地 证 明 ， 

(ii) 设 or(x)=$， 则 pr(x)= CGC， 从 市 存 在 整 函数 
#(A), EFF x 
(AI-T)z(A) =x, AEC, 
X34]412.14TI8F, ACo(T), mij B 


5( -RG,T)x- ——Y1(—-) z, attri. 


À À 
Bj i, 
[2 (4) |-* 0, 当 3|A|->00. 
根据 Liouvill ERE, (4)z0, FR 
x = PEP . R(A,T)xd) 
lAi=I Tii 


- 1l. 2(4)d4- 0. 
21 


及 之 是 明显 的 ， 
(iv) 令 TS=ST; 1Epr(x)， 于 是 存在 解析 函数 
x (A): pr (x) - X, 使 得 
(AI-T)#(A) =x, A€pr (x). 
& #(A) -Sx(A), iH TS-ST, 可见 
(AI-T) 9 (4) = Sx, ACpor(x). 
所 以 AEpr(Sx) 或 者 or (SX) &or(x). 
(v) ”对 每 个 4Epr(x)， 存 在 解析 函数 g. (u): pr (£(4)) 
2X. dH . 


JAl= 8 Ti +1 


(uI-T) g, (a) 2 (2), u€pz(z(4)). 
于 是 对 uC€por(£(A)), 
(u I-T)(AI-T)g, (u) = (AI-T)%(4)=x,) 
可 见 uEpr (x). 因此 
Or (XxX) EPr (£z(A)). 
再 证 相反 包含 关系 。 设 4Epr(x*)， 于 是 # 在 解析 函数 
£(À): orl) >X. S 
£(u) —£(4) | 
03 7 5 TET 
Bi (u) =d N 4 一 4 
—i&' (A) ， u = À, 
Ag, (u): pr (x) >X 是 解析 函数 ， E Lo À If, 
(IT) ga (o) = — eg) e 
z£z(A) 
u u=, 可 从 上 式 取 1 一 14 得到。 这样 AC or (2(0) , ^ 
者 pr(x) Cpr(£(A)). 
定理 2.2 设 TEg%B(X) 是 (4) K r. WJ 
o (T) 一 Ue rix) ° 


证 明 3 orl) SO (T), xcX. Fk 
U or (x) co(T). 


及 之 ， XH A Co (T) N U ar(x). A À & U ar (x) 可知， 对 


f^^ xCE, AMENTS E: or(x)-X, [B4 

(AsI-T) 8(49) = x. 
XE. AI-T 是 满 映 射 。 X A C€Co(T), HBrULAI-T 3E 单身 
的 。 由 定理 1.2 之 推论 2， 可 见 算 子 4o7- 了 无 性 质 (4) ， 从 而 
T 亦 无 性 质 (4)。 FE. 


$3 E (A) 的 继承 性 


定理 3.1 &RTCZ(X) f:G>X (G2o(7T) 是 开 集 ) 是 

解析 函数 。 若是 (4) 算 子 ， 则 f(T) 是 (4) ET, R2, $ 

F(T) 是 (A) AT, Hf # G Z4 X EBORE OUR, IT 亦 是 

(A) 算 子 。 

证 明 先 证 明 第 二 个 结论 。 GET 没有 性 质 (4)， 由 定理 
1.1 存在 非 零 解析 函数 g:D(g)—X, [85 
(AI-T)g(4) =0, AED(g). 

+Ë D(g)2o(T). 不 妨 设 D(g) 是 连通 的 。 对 每 个 ACD(g) 

做 解析 函数 ha (a): G C, 


.fü)-f0) ——— qua. 


h. (u) = CW — 
x —f' (A) , | A = À. 
于 是 | | 
f(2)—fF (u) = (A-u)hk (u), A€D(g), ucG. 
HAR TRUE A | 
f (2) —f(T) = (AL T)h, (T), ACD(g). 
|N JL | 
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(FU0I—fF(T)3g (4) =0, 4€D(g). 
X. f ig£D(g) So (T) 8h 4r 3c ET HES, EXEASCD(g) 使 
F'(A) #0; 存在 4。 WARU, (E f^! XE f(U) 上 存在 .这 样 
复合 函数 gef ZEF(U) 上 上 解析， 而且 
CaI-f(T)J)(gof )) (au) »0, EFU). 
X fO) 有 性 质 (4) ， 从 而 
(go f7') Cu) =0, u€f(U), 
因此 | 
g(4) =0, ACU,., 
根据 解析 开拓 ,8g(4) -0,4€D(g). ix 3 go AERE I ECT JR. 
二 面 证 明 第 一 个 结论 、 设 f(T) 无 性 质 (4) 。 由 定理 1.1 
之 (ii) PH PI HUN, TEEI ERE E h:D>X (D 是 连通 的 )， 
使 得 | 
CuE- f (T) 3h (0) = 0, u€D. 
因此 Dco(f(1)) »f(o(D)). X gm ED, 方程 jy 一 (4) 
=0，4EC， 在 atT) 中 仅 有 有 限 个 零点 ， 且 其 阶 数 大 于 165. 
零点 也 是 方程 f/ (4) = 0, AEG BLUE 故 这 些 阶 数 大 于 1 的 : 
零点 个 数 与 ER. SHJ Aum „Ån. 取 开 圆 盘 D1 使 DiS 


DN Ü f). TARHGES MCDi, u-f() =0，4EG， 仅 有 


RME, TRAY. =°, ÀA,.(a). 由 Rouché 定理 ， 可 
适当 选取 GSG R G g o(T), ffrfJFM 3 D, DI, H 
KED:. Jieu-f(A) =0 存 在 同样 2 个 解 A (a), +<, Alu), 
HA (u) (= 1 2) 是 /的 解析 函数 ， 于 是 
u—f (4) = (À-A Á (u))+sCA-A, (u)Jga (A), AEGo; unED,,. 
HrBg,(A) #0 ZIRAK, W z, (T) Cm (X). Eit 
nI-f(T) = (T24, (WW IT -A (00238, (T). 
这 样 | 
 0=(ul-gF(T)3)A8(0u) 
— 10 — 


= {T-A (u)ID-s(T-A,(a)IJg (TTR), LED:. 
JEA: (Cu) (2 = D, 2) 千 非常 数 , 故 存在 ut ED: t45 A (ui) 
0, 24 0 Di, EEHEHE Ai. 这样 
(T-AI) (T-A: (41! (9) IDe (TA, (41! (40) D)3 
h(A41! (4)) 30, AED. 
T 是 (4) 算 子 ， 故 x 
(T-À, (41! (4) D--CTP-4, (431! (4) DRh(A1!(4)) = 0, 
ACD:. 
Sgen] h(i! (1)20, A€Dz. HARIT BE BORE — 
WES, h(u)-0, ED. AB. ERIE. 
定理 3.2 (局 部 谱写 像 定理 ) X TCo(X)EG)ST, 
于 :CG->X 是 解 术 函数 (上 忆 o (T) 是 开 集 》， 则 
f (or(x)) =0 rv; (x), x€ X. 
证 明 首先 证 明 f(or(x))SSopyr)(x)。 Succf(ar(x)), 
但 是 uo & o r. x) (EJ MoC pr r;(x)), 因此 存在 À €orí(x), 
EFF Ho =f (Ao). IIBER 4。 JF US, iS 
fU.) Eprr (x). 


Cul-f(T))z(u) =x, n€f(U,), 


pis 
x (f(A)I-f(T)3%(f(A))=x, ACU,. 


注意 芳 了 是 常数 ， 定理 自 RRS. biz j EE, OU 
4d (A) 4i U, EIERE, 我 们 可 定义 函数 £.: :U, xU,-c, 使 得 


f(D)—f(un) ` 

> Ah 
z (u) =Í ; A—u | _ 

f (À) 9 | H A 


是 解析 的 。 由 函数 演算 
f(A)I—f(T)= (AI—T)g, (T), 

BU | 

(f(A)I-J(T)3#(f(A)) = GU-T) g  (T)š(f(A)) 


=x, ACU,. 

注意 g (T)š(f(1))A: Av 附近 解析 ， 因 此 4oEpr(z)， 了 矛盾 ， 
所 以 

f (or(x)) Efor (x). 

再 证 相反 的 包含 关系 。 令 T H CO pT, (x) Mjao & f (or (x)), 

从 而 存在 uo K flor) EU K V , EU V =. 到 
O r(x) ËJ SË JW , 使 得 

f («IW)cV. 
Xi ÆW hE or(x) H Jordan 曲线 ， 则 UDSV. 这 样 

n—f(A) #0, u€U,, AEW. 
对 前 述 的 | 我 们 有 


(uI- f(T))| 一 =| u- f(4)3^ 3 ()44| 
i Error ett 


1 J  R(A,T)xd) +L 1. J (a-f(2)3 le (T)xdh 
271 Ami Jr 
[4l= Ti t1 

— X» 


HEV. 
X ER TE UH ERU 


p Lf Cu-f (4)3^!z(A) d 


作为 u 的 函数 在 六 上 是 解析 的 ， 从 而 
MC Or (z). 
这 样 
9 r (x) Ef (or(x)). 
综 前 所 述 ， 
o irka) = f(or(x)). > 
命题 3.1 T; C€CZ(X,)(i=1,2) (A) # f. % H f w 
TOT: -EBX OX) ZZ (A) PF +f. | 
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iB < T,(i=1,2) 有 性 质 (A), X f=fif:: D> 
(AI-T,QT:)f (4) *0, ACD. 


(AI-T ;))f; (4) *0, ACD. 


fi(4)50, AED (151,2 . 
i f) =0, ACD. x, Viii TinOTL 有 性 质 (A), $ 
fi:D--X (£ =1,2)) 是 解析 函数 ， 且 
(AI-T ;)f;(4)20, ACD (1=1,2). 
于 是 
CAI-T ,DT Cf (4) Bf (022 
一 (AI-T 1) fi (4) Q (AI-T 1) f s (A) 
-0, ACD. 
XT OT: 有 性 质 (4)， 因 此 | 
f1(4) Pf- (A) » 0, ACD, 
Aitif;(4)20, ACD (121,2), T: (í = 1,2). GTEIRCAD). 
证 毕 . 
定义 3.1 YELat7T 称 为 了 的 解析 不 变 子 空间 (analyt= 
ically invariant subspace), 敌对 每 个 解析 明 数 f:D>X 
(DE CRF) H CAI- T) F(4) CY , u EH f(A)CEY,ACD. 
定理 3.3 k TC (X),Y 是 工 的 解析 不 变 子 空间 当 且 
DB T'€s8 (X/Y) 有 性 质 (4) 。 
证明 kT 有 性 质 un f: D>X RAE EUN (DECT 是 
开 集 ) ;使 得 
(AI-T)f (NW) EY, ACD. 
于 是 
(41-7) f (4) = (AI-T)f (4) =0, AED. 
X T'A), c 


(A) = 0, à€D. 
Bibl, f(A)CY, ACD. 
反之 , © j.D—- £= X/Y 是 解析 函数 ， 
y B 
(A1-T*)1 (4) = 0, A€D. 
不 失 一 般 性 ， 可 今 D EEM. wx 
f(A) = Y2a.(0-A9^, à.CXA/Y (n=0,1,2,*.…). 


W in, ARa Eå., HIE 

leila l +1 (n=0,1,2,%). 
于 是 

imja E < imha" + 1. 


Pr 1 
f (À) = > a, (A—A,) ; 


是 46 Z $ JU C D 内 的 解析 函数 ， X 
f(a) -2f(). 4€D, 
故 
(AI-T)f(A)eY, ACU. 
TY ET 的 解析 不 变 子 空间 ， 所 以 
i f (A) €Y, AEU. 
得 解析 开拓 ， 
F(a) -0, AED. 
命题 3.2 X TCÓG (X), YC Lat T, X T EHEM (A); 
m Tc (Y) 有 性 质 (4) ， 且 对 任意 xEY， 
or(x) Sor, (x). 
证 明 著 命 题 不 真 ， 由 定理 1.2 之 推论 1L， 存 在 4,6EC 及 
非 零 元 列 {g,) 2-o, 使 y,EY (n-0,1,2,-), H 
(i) lly,ll<p’, p>0 (n=0,1,2,.°), 


(Gi) (74o7) = uz g-4=0 (n=0,1,2,.). 
MSR(iy.)s-o DÆ Xp IERE, 05g (3) , Gi), &AC ii HH T 
Amda). F. 

ik (A) R(A,Ty)x 之 极 大 解 机 扩张， 出 

(AI-T1)2(A) = x, AEpr, (x). 
当然 (4) JÉ X- IB febre a. H EL 

(AI-T)z(À) =x, ÀAC€Cor, (z). 
UJ A, or (Xx) or(x), F 

pr(z)Spr,(x). 

命题 4.3 设 TE 名 (x) 是 (A) ü f, Y&T fir tE 

Fa, MAHER xCY , 
gr(x) a r,(x). 
证 明 设 名 (4) 是 RG, T)x 之 极 大 解析 扩张 ， 则 
(AI-T)z#(A)= x, ACo;(x). 
羽 了 是 工 之 解析 不 变 子 空间 ， 所 以 和 (4)EY。 于 是 上 式 可 写 


(AI-T 3) z(4) =x, ÀA€pr(x). 
TR or(x)&pr,(x), HJ 
gr (x) &ar(x). 
至 于 相 上 及 的 包含 关系 由 命题 3.2 可 得 出 。 
定理 3.4 TEB(X) 是 (4) 算 子 , 工 是 工 的 解 杯 不 变 子 
ax], Bu] 


Or(x) = Cor(x)no(Ty)3Uo.*(4), 
xCX, $CX/Y, x€, 
证 明 S ACor(x), GERI AR x(A) :or(x) =X, (MR 
.. (M-T)x(A) =x, A€pr (x), 
Sala) -x(4), ACpor(x), 是 定义 于 or(x) 而 取 X/Y - f& 8j 
HITTAR, x 
(AI-T')2(4) « 8, A€Cpr(x). 


从 定理 3.3 知 T* 有 性 质 (4)， 故 上 式 说 明 pr(x) &orr(4), 
&3$oQ:Y(s)Ccor(x), xca. Ut 
(or(x)flo(Ty)3Uo:*(2)&or(x). 
5 一 方面 ， 令 ACporr(2)0 po(Ty), 从 4€prr(2) An # 
IET EX 2(4) :orr(2)9X/Y, [813 
(AI-T*)2(4) = +, A€prr(2). 
这 样 ， 有 解析 函数 x (A) i orrY(2) X, f8x(A) = 2(4), 
A€poi:*($), mE. 
(AI-T)x(A) "x * (4), A€prr(4). 
HrBy(A)cY, Acosr(2) 是 解析 国 数 。 
A A€o(T y) ADS y(A) CY, THENE TT EGER 
z(4) = R(,Ty)y():p(T.)-Y, 


E 

(AI-T)x(4) -y(4) =x, A€prr(2) P1 o(T 9). 
因此 

(AI-T)(x(AÀ)-z(A)J=x, AEprr (2) l oO (T). 
PJA 

prr(4#) lo (T,)Spr(x), 
或 者 


pr(x) UCorr(2) D e(Ty)2& or(x). 
X pi(x)&prr(2), EXHI BUG Jg 

prr (2) Cor (x) Uo (Ty)3€ pr (x). 
取 余 集 | 
ar(x) ECor(x) Do (Ty) 3Uorr(4). 
证 毕 ， 


£ ic 


单 值 扩张 性 (4) W XX N.Dunford "f 1954 年 引入 的 。 
定理 1.1 中 (ii) Z C.Foias'!) 于 1962 年 给 出 的 。 (iii) W Z 


— 16 一 


1973 4- J.K.Finch' 给 出 的 。 目 前 常用 的 是 C.Foias W A, 
其 余 两 种 形式 可 看 作 C.Foias 定义 的 局 部 化 ， 一 种 是 关于 x 局 
部 化 ， 另 一 种 是 关于 4 局 部 化 。 这 三 种 定义 的 等 价 性 证 明 是 我 
们 给 出 的 。 从 不 变 子 空间 问题 来 看 ， 显 然 无 单 值 扩张 性 算 子 一 
定 有 非 平 凡 不 变 子 空间 。 定 理 1,2 的 证 明 见 [1]， 它 对 判断 无 
单 值 扩 张 性 较 方便 , 例 1.1 £ S.Kakutani'!! 的 著名 例子 ， 而 
原 证 较 紫 ， 这 里 的 证 明 是 我 们 给 出 的 。 

局 部 谱 概 念 与 定理 2.1 是 属于 N.Dunford 49. 定理 2.2 
Æ R.C.Sine' ^F 1964 年 证 明 的 。 定 理 3.1 是 IT.Colojoara 5 
C.Foias 给 出 的 。 定义 3.1 及 定理 3.3 是 S.Frunzatl 引入 
iiid. 

局 部 谱写 像 定 理 则 是 C. Apostol X R. G. Bartle 5 
C.A.Kariotis'!) 分别 于 1968 年 和 1973 JF ix 965. 

ZH 3.4 X S.Frunza' 1165 t , 
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第 二 音 性 质 (4C) 


S1 谐 极 大 空间 


定义 1.1 YcLatT 称 为 工 的 谱 极 大 空间 (Spectra! 
maximal space)， 若 对 任何 ZELatT, Hi c (T|Z) So (T|Y); 
可 推出 ZS Y, | 

命题 1.1 Tes (X) 184 < zs al ee e TIERS ART 2s [B]. 

uEBB Y £ T yi i K 2 lB), ST = TS. $ACo(S), 
Y;-R(A,S)Y. HI TR(A,S) S R(A,S)T, 可知 TY S Y,. 
还 有 ， 对 于 uco(TlY) 

(HIT 一) 了 = (uI-T) | R(A,S)Y = R(A, S) (uI-T | Y)|Y. 
HHE 

oc(T|Y,) =o (T| Y 

而 了 是 了 的 谱 极 大 SR, S Y, S Y. RI, W ER xCY, 
R(A,S)xCY. BHH 502 BUS 


Sx = f AR(A,S)xdACY, xCY 
2x1 Jr 


可 知 命题 1.1 成 立 ， 此 处 二 是 围 先 cf(S) 的 允许 围 道 。 
命题 1.2 T c3 (X) 是 (4) AT, NT RRK SRS 
A TT 的 解析 不 变 子 空间 。 
证 明 — Y E T HJ WK Ae 25 B], DX 是 解 折 了 沿 数 ,使 
(AI-T)f(A)CY, ACD. 
不 失 一 般 性 可 以 假定 DD 是 连通 的 。 如果 DN o (T |Y)=¿%, 
4& g(AÀ) = (41-T)f(1)，4EDN o(T|Y), 则 g (4)EY。 于 是 


g (4) = (AI-T)R(A,T|Y)g(A), AEDN e(T|Y). 
HFT Atd), i 
F(A) =R(4,T\Y)g(4)EY, AcDnp(T|Y). 
由 解析 开拓 ; f (41) CY, ACD. 所 以 我 们 可 以 假定 DSo (T|Y).. 
车 命题 不 真 ， 存 在 ha ED, 使 f(40) &Y. $ 
Z, = {zlz=ytaf(40), yEY, aC €). 
ZA Zi, 是 XX 之 闭 线性 子 空间 ， 而 且 对 rEZ 
Tz=Ty+aTf(åo) 
= CT y-a(Às-T) f (40) * ahof (49) CZ1,. 
& Zi, € Lat T. x 
FEIER o (T|Z, ) Go (T|Y). 为 此 设 1Ep (TIY) .如果 


0= (AI-T)z 
= (AI-T) (y+ af (40)) 
-CGI-T)y t a (4 - T)f (42 * a(A-À9) f (åa). 


ET AEA. s fF) & Y, £f a0, TË 
(AI-T)g -0. 


可 见 g=0， 从 而 z=0。 这 说 明 (4T-T)1Z，， 是 单 射 的 。 
4 zCZi, z-ytaf(As)), H 


yo = RO,T Y) Cy— 5 Qa 7T) f )X€T, 


WB] Zo = Yo + aof (49) € Z4 满足 等 式 
(AI-T) zo = Ze 


这 说 明 (A-T) |Z EWA, k ACo(T|Z, ). 总 之 
c (T|Z:,) So(T|Y). 

由 了 是 了 之 谱 极 大 空间 可 知 ，Z，SY。 AWif(A)cY. T 

S. Wk. 


推论 TE 多 (X) 是 (4) HT. Y É T J k K 268), HJ 
or(y) =ory (y), yEY. 
命题 1.3 ix Tes (X) 是 (A) ATF, (Y.,). . Æ TES 
极 大 空间 族 ， 则 了 = AY. PÈ T SEA. 
uE BB ^ ZC Lat T , c(TIZ)&o(TI|IY). KAY. ÆT 
的 解析 不 变 子 空间 ， 不 难看 出 ， 了 亦 是 了 。 的 解析 不 变 子 空 
闻 ， 此 处 工 。 = 了 了 YY。 aE. 对 ACo(T,);gCY, y, (A) = 
R(A,T,)y, ER) p(T.) 3) X ORFE, MA (A-T) 
ys (A) =yEY， 又 了 是 了 的 解析 不 变 子 空间 ， S yu (4)ETY， 
ACo(T,), aE, RE R(A,T,)yCY, ¿Co(T,), aE. 
AIE, R(A,T.)YS Y, ACpo(T.), aE. 
&ACo(T|Y.), MJ OIT.) |Y 必 是 单 射 的 ， 又 对 每 个 
yCY, HitxcY,., %4 
y = (AI-T.)x. 
因此 
x- RNA,T.)yEY, 
从 而 (41-To)1Y 是 满 射 的 。 这样 
p(TIY.) » o(T.) S p(T.|Y) 
= o(T|Y), 4E., 
Fr vi | 
c(T|Z) &o(T| Y) &o(TI|Y.), aE. 
Z Y.(a€ o) Ré T Iib cd), x E: 
Z&Y., | oaCor. 
AH ZS Y. urhe. 


$2 Bj W (C) 


K HJ T € 2 (X) 是 (4) 算 子 。 我 们 可 考虑 六 的 线性 


É 

Xr(o) = {xl or) o), o (€. 
Ha —GGEPU2.12, X,(o) 是 工 的 超 不 变 的 线性 说 形 ， 一 - 
般 它 不 一 定 是 团 的 。 


例 2.1 $X-O €. T- QO., 此 处 8, 是 Jordan 


HT. HÓBBR GJ 


/0 1 "m 
! | 
x 0 1. | 
| 2M 
| | 
DES 
EU . | 
| 0 “nx n. 


3: eQ. |= 1 HQz20, INE 
iT | = sup||® a| =]. 


又 令 GS C RJ, f= Of CX 是 解析 函数 ， 使 得 
QIT)f()=0. TE 
(Al,-Q.)f.(à)m0 (n22), 
从 而 
O0=Qafa (4) -A' f. (A). 
Wb f. (A)=0, Wc f(A) =0, BUT 有 单 值 扩张 性 . 另 一 方面， 
|T*l-71(071,2;72 ， 


il. 
lim T? =L 
p 


so) nG|ll s 1), Ho (T) (0). 而 ro= @ € ` 


(m-2,9,-0 BET HÉ Xr (ODA, x; XTLOOM ZH 
83, i] 


X4 ((07) 2 V Y « =X, 


于 是 Xr((0)) 2X 。 这 是 不 可 能 的 ， 因为 可 由 第 一 章 定 理 2.2: 
导出 矛盾 。 

定义 2.1 设 TEg(X) 是 (4) 算 子 ， 若 对 一 切 FE Z=, 
RITER Xr (F) REAR, WIRT AH R (C). 简称 为 (4C)》 
"T. 

不 难 证 明 ， 若 了 有 性 质 (4)， 则 Xr(o) ET HERET 
zx]R], m 了 Xr(o)+ 是 S$S* 的 不 变 子 空间 ， 其 中 ST = TS. 

定理 2.1 i T€ (X) 是 (4) SET, Du TE ECC) 36 
且 仅 当 or(x) 是 下 半 连 续 的 ， 对 任意 x € X. 

证 明 x T A PER (A), Wi 

limor (xa) = {A| AE € EA ECor(x), EAA. 


因此 av (x) 在 xo 处 下 半 连 续 ， 即 ar(xo) =limor(x, ). 


和 完 证 充分 性 , 今 FE Sr PUEX (F) 是 闭 的 。 今 x, C Xr (F), 
而 且 x 一 Xo (?->co) 。 注 意 ar(xj SF (n=1,2, =), 于- 
是 对 任意 4Eor(xo), 存 在 An Car(x.), E. A. ÀA(no). 
WE A.CF(n-21,2,-). xXf$, AEF, FA 

Or(xo) CF, FEF, 
或 者 

x CXrI(F), EEF. 
# Xr (F) (FEF) EH J. 

及 之 ， 4 {xX}? KEY F xos AeCor(xo), 但 £ À & 
limor (x). fife Ao IBIU KFA (z, e. Ü GE 

Uflor(x.,) =$ (k-1,2,--). 


< F = U ,OT (xa) , MEEF, MH x, EXr(F) (k=1, 


2,*). AX Xr, Xo, Xr (EF) EAR, Br VI xoEXr (F), ESDA 
Orlxo) CF. ix EE 
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UNC U orlan, JFG. 

TJE. 于 是 A G lim GrlXa). UE, 

定义 2.2 设 人 是 光 清 的 lJordan 曲线 ， 而 且 oD ST. 

若 对 每 个 1oEo (T)， 周 存在 两 个 与 4h。 无 关 的 常数 2p, 前 之 0 
使 得 


M 
| ( 让 | | A-Aa” 


AG) 
Aho, ACA (à), M) T ZEE» x 
WSK, KEA (o) 表示 过 Ae 的 1 的 »p ¿o 
横 截 线 ( 图 1)， 了 而 > 是 目 然 数 。 r | 


命题 2.1 TEB(X) ZIER E v 
阶 增长 阶 ， 则 工 是 (4C) €T. 
证 明 由 于 o (T) 是 蕊 朗 的 ， 据 第 一 章 命题 1.1, TT 有 人 性质 
(4). 往 证 工 有 性 质 (C). $ Fe, 
S Xr(F) - íxloz (x) SF). 


p 1 


从 alT)SL， 有 

Xr(F) =X: (FAT). ç ` 
因此 不 失 一 般 性 , 可 设 FE 。 x >° 
于 是 An 

F= f F., ° Y 
其 中 F. (aC ar) E T 中 一 -个 开 t 
FRET 中 的 余 集 。 又 

Xr (F) = n X1(F.). Ps 2 


x E H Zg ut HH X. (É) (aC...) RA, BRIA EF OG 
的 开 弧 段 7Y 在 工 中 的 余 集 。 
令 xax, H x.CXr(F) (n21,2,--). ti 
证 明 YCor(x). 为 此 只 须 证 pr(z) 含 有 Y yE SSO T JR E: Yo. 
Sa, b E. Y. By. S U.4XBndaul., KEB uuu, mr 


BU EJ pk Jordan 胃 线 (加 2)。 由 于 了 的 预 解 式 有 >， 6E 
Ut. FERRAN, gu | 
lim(A-a) ~ (A-b)”%, (À) = lim (A-a)" (A-b)^3. (4) = 0, 
ACI, AEF o 
HERF nE. FEL my A a,b AFAN. Na, 
118 Ja (4) = (A-a) ™ (A-b)^ z. (A). #H 


lj. (Q) |< n>], ACN,.UN;. 
X x,->x, AHE 
Jim ç, (À) = (4-a)" (A-b) R (A, T )x 


I UNCN. UN, J- SUE. TESARI n o, BG 
là. (4)-8« (A) le, "ACI n mmm. 
XEFE, {Fa (A)r (El Elk S. HOA KEIRA EE, TZ I, 
EA EA ñiy SACRI — 71 EDT 8 yA. NA 
y(4) = lim $, (4) = (A-a) (4-b) x (4) , A€T ,, 


TRI 
ED 7 cjr cy 
是 (4) a 2 内 部 的 解析 开 扩 。 又 
(AI-T)š(A) 2x, ACÍI 内 部 ， 
(AI-T)x (4) =x, €I, 内 部 ， 
TGÉ d QN S Cor (x), 而 YoS a AW, AE Yo C pr(x). 
定理 2.2 TC (X) 是 (AC) WT, MIHER FEF, 
Xr (FP) 是 工 的 谱 极 大 空间 ， 和 而 县 
o (TIXi(F))EPFNo(T), FEF. 
证 明 < ACF°, xC€Xr(F), Tj or(xz) SF, 由 第 一 音 
定理 2.1， 
or (#(A)) -gr(x) SF. 


因此 | 
z#(A)eX,:(F), AEF:, (AI-T)š(ÀA) = x. 
这 说 明 (4I-T) |Xr(F) 是 满 射 的 XERE $98 3.2, 
(AI-T) |X: (BR) 亦 有 性 质 (4) ， 再 由 第 一 章 定 理 1.2 之 推论 2， 
(AI-T) | X: (F) 必 是 单 射 的 ， 从 而 ACo(TI X2 (P)), i 
o(T|Xr(F))SF, FEF. 
X Xr(F)#: T J ta + 28-f 28 i 
o (T|Xz(F)) Go (T). 


un 
> 
N 
`. 


o (TIXr(F)) EFNo(T), FEF. 
4Z€LatT, Ho(T|Z)Co(T|X:(F)). %yCZ, H 
第 -一 章 命 题 3.2， | 
arly) Eorz (y) Co (T| Z) Co (T|Xr(F)) CF, 
BI yEXr (F). UHE. 
命题 2.2 TEA(X)Æ(ACOATF, MUJ T 的 任意 谱 极 大 空 
[i] Y n 3onEXIQGUERS, F-o(T|Y). 
证 明 HVE 2.2, Xr(F) ÆT URRAS. 和 而且 
oTIXr(F))EFNGo(T). | 
(HEF =o(T|Y), HË 
c (T|Xr(F)) &o(T|Y). 
由 此 
X41(F)CY. 
另 一 方面 ， 对 任意 8gE 了 ， 
or(y) Co(TIY) -F*, 
所 以 ，yEXr(F)， 这 样 ， 
YCXr(F). 
定理 2.8 TC (X), T*7E(AC) S T, W T* 的 湾 极 大 
z || 53 * BjHJ. 
证 明 Yt Ttg. Bam 2.2, 
— 25 一 


Y*= X?*(F), F-o(T*|Y*). 
4 S-(x*|x*€X*, lx*l ly. HERE, < 
Y? = Xr*(F)flaS. 
为 证 明 Y* 是 弱 * 闭 的 ， 由 Krein-Smalian Æ% , 只 须 证 明 
每 个 了 Y: 是 弱 * 闭 的 。 


B(gfhe.cYf wf ot. BF oila Boni 
ly*l«ae, H)y*CaS. 下面 证 明 y*CXT* (P). 

因为 任 给 AEF, ACo(T*|Xt*(F)), 

[R(4,T*|X2(F))yzl|<alR (4, T*| X? (F), a€ox, 
根据 Alaoglu FE, (R(A, T*|Xr*(F))g:) (7 D A S9* 0E 
点 。 现 在 我 们 证 明 这 个 案 点 是 唯一 的 。 

ib rgi, xe: (R(A,T* | Xt» (F)) yao. 之 任意 两 个 弱 * 
罕 点 。 于 是 存在 两 个 子 链 

(R(A,T*|XI. (F)) yf. }a cw, (i=1,2) 


使 得 
Wwe 
R (A,T* |X?*(F)) y? —> x (i 2 05,2). 
RI 
ya, = (AzZT*) R(T* |XT* (F)) y; 
Ww 
—» (A-T*)x?i (71,2). 


| y» 
Myt, Ja ew, G- b2)& (yz jew TE, HUI, yt 
由 弱 * 极 限 唯 一 性 ， 
(A-T*)x$,7 A-T") xi: = 
i xo = xo: Xoz M 
(4— T*)x$ = 0. 
如 果 xro +0 Ado x wy， 表示 如 下 定义 的 部 分 序 集 : 


(21502) ELIXA, 
(21,23) P (Bis 2)» a; Bi G 71:2); 
LE mM 2.4: 7 Ya, Ya, M 
R(4,T*| Xia (F)) z 1a, x9. 
dj 24 lid) € E y X oS 2, 
IR(A T*| Xt C) 2*6 ss | 
SIR T* IX} (F) Haz, — 1 | 
xal R(A,T* XIE) 


(RGST* |X e (PF)) z a a,) fea rapea Var, 
243 53 * c WF e 


([R(AT*|X5*(F)) * z* a o id Breaza, 
x 
W * 

R(A,T*|X:,(F))2z% o5, xt 
jh x 

Ixtli2«el R (A4, T* 1 X*, (F))]l*, 

(A-T*)x1- xo. 

BRE Se CR (A,T* IX*,(F))?z* o sodio oo em it, 


DEN x;CcX*. 以 之 川 归纳 法 不 难得 到 x*EX* (n = 1, 2…)， 
使 

x*le2allR (S T*IXT* P091? , 
H 

(A-T*)x?-xmt-i1* 
类 似 第 一 章 定 理 1.2 ;可 以 证 明 T* 无 单 值 扩张 性 ，  'sfE dc 
盾 。 所 以 必 有 x =0， 即 {R(4,T*|X*。《F))y?}。: 有 唯一 的 
95 * 96 ra 


对 每 个 4EF“， 定 义 y* (A) JR UG T*|Xr*(F))yt 1 eu Z 

E musst. Wy*(A) RE F° L89X*- 值 函 数 ， 且 
(4-T*) y* (4) = y*, ACF" 

对 于 任意 一 列 (1.21€ €, Ah EF. (E5620, IH 
T RQ,T*]X?,(F)) 7E F° Ez B(Xr.(F))- (UTER ER, Tf 
IETEAUKBZSRN, 34 n,mzm NBI. 
R (4, T* |Xf* (F)) - R(GGST* Xt» (F)) 

An —Ào 


Án — Aa 


€ 
<—, 
qa 


于 是 对 所 有 yt (aC or) EE ixCX (lx|| <1) 者 有 
(x,R (A, , T* Xt (F)) y) — (x, ROS, T* IXES(F)) y 


An — Ao 
nm — Ào 
«6. 
取 弦 * 极 限 可 得 
(x, y" (..)) x Q9)) xr Q2) — Goat Q9) | — , 
An — 0 Am ho — 


fü xcX(lx|«c 1) fex, FDL 


y (An) — gt Ua) Lut (Aa) — ut C) | «e,n,mzN. 
Ü 


À, — Áo | An À 


这 说 明 y* (A) YE Ao 处 解析 。 [X A.CF* 可 以 是 任意 的 ， 所 以 
y* (4) A F° 上 X*- 值 解析 函数 ， 改 
or*(g*) SF, 
B] g^*CXT*(FY. 证 毕 。 
定理 2.4 TEB(X) ÆC AT, XE IF, <$,F C Z 


(t=1,2), Bj 
Xr(F UF) - Xr(Fi))Xr(PF2). 
WEBB < 
Y -X:(FiUF), Yi-Xi(Fi)(1- 2), 
pz 2.2, Y, YiGG 2 52) E GER K Z= Bl, TEL 
o (TIY) CFiUF;. 
又 仿 Ti =F ño(T|Y) n, 由 函数 演算 ， 定 义 射 影 
算 子 | 
E;-E(ri) (1 = 1,2). 
从 而 
y=E YGE,Y. 
4 yCY;, MY ET cux. DUC 
arly) Eorr, ip eo(TIYA. 
X y€Y, Wap 1.2 
ory (y) -or(y&mFino(T|Y)-7cvi. 
JA it CE; Y. JURE 
Y;cE;Y (1-152). 
E, cx yCcE.Y, MJ iH g B 2.2 
orly) So(Ty IE ,Y)Cr SF;. 
Wt. CY ;. 换言之 
E,YcY, (1=1,2). 


Br v 

Y;-E;Y (1-152) 
故 

Y = 了 了 :由 了 :。 


命题 2.5 TEgB(X) 是 (4C) 算 子 ， 则 
X,((0)) = (xl limlT "xi" =0). 


正明 T 10 6827, $ 
T a =T|Xr((0)). 
因为 
oc(T )=o(T|Xr((0))) (0), 
所 以 cao) = (0). JE T, Æ Xr({0}) 上 的 拟 寡 零 算 子 ， 族 


lim||T'; |” = 0. 
于 是 对 每 个 x€ Xr({0})， 
(T'AT <T ix ll TS 0. 
因此 ，xE{x| limlT*xl* -0). 


a 
Rè, TlimlT'x|* =0， 则 级 数 


-的 收敛 半径 无 穷 大 ， 因 此 于 (4) 对 4 关 0 收 你 。 注 意 ， 当 |4|> 
JT] Br, | 

£(A) = R(A,T)x, 

puli R(A,T)x IIIJ 3(A), ik 

(AI-T)z(A) -x, £0. 


这样 

(0) &por(x), s oc(x) (0), 
所 以 

xcX4((0)). 
HHE. 


93 ” 谱 极 大 空间 与 谱 


命题 3.1 TEB(X) (AC) AT., WHE FES, 


w Iq 


(i) Xx: X:(F)x10), WJ Fo (T) 03 

Gi) X Xr(F) 210), MJ Fo, (T) = ó. 

证 明 (i) XiFüo(T)-6, 由 定理 2.2， 

o (T| Xz(F)) €Füo(T) 29, 
Ad X:(F) 2(0). FE. 

(1i) AFNOT) +h, NAE A, EF No, (T). < To = 
4o7- 工 ， 根 据 谱 写 像 定理 。 0Eoy (T). X To (AC) f, 
由 命题 2.3， | 

Xr, (10D 710). 
不 难 验 证 ， 对 任何 cC. Z, 

Xr, (0) = Xr((4o-0]); 
其 中 {4o-oj = (4«e-A]ACo). EIE 

Xr (0) =Xr((A.)). 


Xr((A.)) * (0). 


Xr(F) 2X7 ((4. ) * (0). 
定义 3.1 T;Czg(X;) (151,2), # T, 是 Ts 的 拟 仿 射 
£4&(quasiaffine transformation) , 若 和 存在 AC 4 (Xi1,X:), 
使 4 Je nj, BA BE. XOAGLORGA 
17 A"! T, A. | 
定义 5.2 T,CZX(Xi) (21,25, ii T; S T, 873 
HORZ, "ER T. MT: 是 拟 相 似 的 《quasisimilar) 。 
命题 3.2 T,EgB(X;) (i=1,2) 是 (4C) 算 子 , 而 且 T， 
ET: 的 拟 仿 射 变 格 ， 则 对 拟 仿 射 算 子 AC32(X ,X,) mox. 
AXır, (F)SeX;r,(F), FEF. 
证 明 令 xEXKir (F), N E Spor, (x)， 因 此 存在 定义 在 
F° F XAR fi GIO 


(AI -T )f (A) = x, ACF* 
于 是 由 定义 3.1， 
(L-T) Af (A) = A(1.-T i) fi = Ax, AEF. 
HIE F Spr, (Ax), or, CAx) SF. W ArCX.r,(F). PAVA 


AX r (F)C Xir, (F), FEF., 


定理 5.1 T ,CZ2(X.) (1 =1,2) Æ (AOT, Ti 是 T， 
的 拟 仿 射 变换 ， 则 
c(T;)&ao(T1). 
证 明 ”车 不 然 ， 存 在 46€o (Ts)， 而 且 2 &o(T, i). 这样 
d, = dist ((A4s) ,0 (T1)) 50. 


| d = 
4 =44 |A- ND 
c(T1)& Fe. 


所 以 
Xi=Xir (c (T )) - Xir, (G (T) 1 Fo) =X ir (Fo). 
由 命题 3.2 ， 对 拟 仿 射 AC2(X I ,X,)# 
AX, = AX,r (Fo) Xir, (Fo). 


X X, = AX, Xiz, (FX) - Xir, (Fo), 内 此 
Xar, (Fo) = Xi. 

所 以 

g(Ti)-c(Ti|lXir, F,)) EF,. 

DAL A&F B. WAS 

c(L;)&o(T1). 
定理 3.2 T,C2(X,) G-21,2/7 (AC) AF, T js T; 

是 拟 相似 的 ， 则 : 

g(Ti) = o(T:;). 


证 明 由 定义 3.2，3.1 以 及 定理 3.1 可 知 
o(T,)Co(T i), o(T)So(T,). 
EN C 
e (T1) » o(T;). 


$4 ” 谱 极 大 空间 的 继 水 性 


命题 4.1 TE 多 (X) 是 (4C) W f, f:G-X i Yr i 
(G= (T) 是 开 集 )， 则 f(D)ZECAC) SET, WJ 
X r; (F) = Xr(f-!(F)), FEZ. 
证 明 ”由 第 一 章 定 理 3.1，f(T) f F: R (A), FERE 
CX ¿r (F), Bi epi ts oERD, 
f (or(x)) » o «o X) SF, FEF. 
IA JG 
gr(x) €f" (F), FEF. 
于 是 z€ Xr(f"'!(F)). 
Rès, #x€Xr(f-'(F)), MH 
ogr(x)€f-1(F), FC. 
由 局 部 谱写 像 定理 ， 
9 rx) = flori) Sfi (F) =F, FEF, 
从 而 x€ X (F), Bru. 
Xi (F) =Xr(f-1F)), FEF., 
Xf! (P) .g , d f (TD) ZB BJEE(C). PEEL FCD) RE CAO RF. 
命题 4.2 TEB(X) Æ (AC) WR T, Y E T 的 谱 极 大 空 
间 ， 则 TyE 名 (了) 是 (4C) 算 子 ， 而 且 
Yrr(F)=YNAr(F), FEF. 
证 明 S x€YOXz(F), H 1.2 之 推论 ， 
O Tr|Y (x) = or (x) CF, 
所 以 XEY rir (F). 
— 33 — 


Rz, #xCYrir (F), Bpod 1.2 之 推论 ， 
or(z) = rir (x) S F, 
A xCXr(F) . X xcY, ME 
XEY NXr (F), FEF. 
因此 
Y» Xr(F)- V-- (F), FEF., 
命题 4.5 T, EB(X;) (5 L,22 Z (AC) SE B NX 
TDT, (4C) RF. WE 
Xir, (F) X17, (F) = (8: ÐX2)r or, (F), FEF., 
证 明 设 T;(f=1,2) 是 (4C) XT, 由 第 一 章 命 pE 3.1, 
TDT: WAERM). $ < €Xir, (F), or, (xi) SP, FA 


dr or, (x1 x2) = gr, (x1) Uor, (x:) SF. 


故 
xiGQxic(G Xi) ror, (F) ° 
RI, #xƏéDxz.C(Xi@X;)r er, (F), WI 
ar, (xı) Uor, (x2) =0r or, (x i Dx) CF. 
故 


Or, (xi) =F (21,2). 
Wjtz,€X;:,(F) G21,2). 这样 
xibx CX ir (F)ÐX:7, (F). 
所 以 
X ir, (F) X: r, (F) = (X,@X,)r,ər, (F). 
从 Xir, (F) (j = 1,2) 是 闭 的 知道 (X1 四 X;) r or, (F) PEF 
是 闭 的 ， Bt T,OT, (AC) RT. 
ETOT: 是 (4C) 算 子 ， 由 第 一 章 命题 3. 1 知 ， T, (G = 
1,2) 亦 有 性 质 (4) 。 同 样 可 证 明 
Xir, (F) X r, (F) = (X19X1) r , or, (F). 
HETA Xr, (F), Fez (21,2) EAH. 因此 Ti (j= 
1,2) &(4C) X. 


-— 3⁄4 — 


注 i 


(AC) TE it A 02) E AAA IESUS, v & 3: 33 
9g 89 3 j SF PAARMA. 

谱 极 大 空间 定义 1.12 Q C.Foias'U 首先 引入 的 。 命题 
I. xA C.Foias''. 命题 1.22 R.G.Bartle 与 用 ariotis' ! 
5225. 0038 1.3 首先 由 [4] 给 出 ， 但 可 惜 证 明 豆 错误 的 ， 本 
书 给 出 的 证 明 取 上 自我 们 文献 [3)， 

ima C.Foiaz 5 I.Colojoara 专著 [2]。 封 闭 性 (C) 
X N.Dunford' i 给 出 的 。 完 理 2.1 于 1972 年 由 M.B.Dollinger 
5 K.K.Oberai t Rij. mAT (C) 的 一 些 充分 性 判 
出 法 ， 如 命题 2.1 则 属于 N.Dunford'*?。 定 理 2.2 Z Ë T 
C.Fo'as^,. 定理 2.3 证 明 是 孙 善 利 :31 给 出 的 。 定理 2.4 属 
于 Apostol". 4482.3 原 出 现 于 专著 C22, PRIV? 改进 
为 对 (AC) 算 子 亦 成 立 的 形式 。 

命题 3.1 是 我 们 在 [1] 中 给 出 的 。 拟 仿 射 与 拟 相 似 概念 是 
€ Sz.Nagy 5 C.Foias' ”1 引入 的 。 命题 3,2 ， 定 理 3.1 Z Z 
理 3.2 是 由 我 们 '!! 建立 的 ， 但 证 明 方法 取 自 专著 [2]。 

$r34 4.1 及 命题 4.3 属于 C.Foias 5 I.Colojoara + 


A S Tk DW ACD) 


$81 sJ 4 8 MN + 


定义 1.1 TEB(X) in- 可 分 解 章 子 (n-decomposable 
operator); ## Wo (T) WER m (man) FARG: -0 WEE 
在 的 谱 极 大 空间 {Y;}?-1， 使 得 


X-YY,, c(T|Y;)&€Gi; (15 1,2,*,m). 


i 一】 


定义 1.2 TCB(X) 称 为 可 分 解 算 子 (decomposable 
operator), 若 对 任意 月 然 数 n, 了 是 a- 可 分 解 算 子 ， 
显然 , 着 工 是 8 可 分 解 算 子 ， 则 对 任意 目 然 数 m 筷 x， 工 是 
;~ 可 分 解 算 子 . 不妨 称 可 分 解 算 子 是 0- 可 分 解 算 寺 ， 
命题 1.1 TED (X) 是 可 分 解 算 子 ，GSCE 是 开 集 ， 使 
Gflo(T):9. 
财 存在 非 零 的 谱 极 大 空间 了 ， 使 ctTiY)SC。 
证 明 WU H (G, Hjo(T) np 38 ui»3t Ho (T) + 
H , iig X 1.2, AE YET ERAI RIUY Z}, 6883 
X=Y+Z, c(T|Y)cG, o(T|Z)< H. 
注意 也 {0}, 否则 Z = X, X #£ 
G(T)-zo(T|Z)cH. 
TS. WHE, 
命题 1.2 Y,G =1,2)A XI T E 3) , Ri H 
X=Y +T. 
Xf; D=> XEM eR Xx up ZE ETAR e :D- Y (í = 1.2), 


使 得 
f (4) ses (A)+ ga (4), ACD 
证 明 做 连续 映射 —.Y (1 Y.— Y DY: 
Jx=x@(—x), TEY NY,, 
V: YDBY,-»>X=Y,+Y, 
Ví(xiDx1i) »xi*xoxicY; (1=1,2). 
不 难看 出 ， 下 述 Banach 空 间 列 


A V 
0->Y¥, lY,—y> Y, ÐY:——Y, +Y ,—D0 


是 短 正 合 列 ， 
X &UCDJ£JFB 3X ff] ur 


VL 
0 27 (U,Y | OY 9) -一 > 2/ (U,Y , DY.) 


Vv* 
— H (U, Y.+Y,)—0 


TEEGI. FErh2z(U,Z)# E x FU FE T Banach 空间 
ZW EA ETT S ñb — BO COB TE F URIQ Frecht 空 间 ， 


dV E IHJ, 又 诱导 出 的 连续 映射 ;对 FE (U, Yn Yi, 
f(A) = 20i(4 一 14) AEU, a €Y i Ys (i=0,1,2,.). 


í = 0 


A*A) = Zda: (A— 40), 


Bi + 
| 1 = i n 
lim |4«]* — iimheOCa)l* 
— = 1 
lim 27 lja; + Himjef* — ' 
A df € A (U,YQY:). 


对 g EU (UY .OY:),g(1) = 2464-4) 5, AEU, b, 


— 23i —- 


C€CY OY, (1=0,1,2,.), 
V's() = X Vb: (4-2) '. 


由 于 
1 1 


— ,—, x, -1 EN 


r AOT L— ap, QOD 
lim Vb;J] *  lim[b; +b: |" 


1 1 
= 1 — Ty | (5 d " 7 
Hmicb peg — limbus: 


bi EY (j =1,2), Vs CQZ(U,Y,tY-2(U,X). 

Sut V (Aai) 0 0,12, ), Bf ERU, 
Y ,NY.,), 

V'G*f) = yo (dai) (à-M ) -0, 
因此 7 
A V 

027 (U,Y,nY:) —, 97 (U,Y 1OY:), "27 (U, X) >Ü 

亦 是 短 正 合 列 。 故 


027 (D. Yi Y.) L (D, Y:OY:) V. 27 (D, X) 50 


" La 


是 短 正 合 列 ， 
ÆHF EXD: X): VERI Eg € 2 (D, Y ,@ 
7 ,) ,使 得 
V°g=f, 
X Z (D Y,@Y.)=% (D,Y.)D%A(D,Y.) BEA ff dE £ € 
2“/(D,Y ;) (151,2), fi 
g£7giQDzn 
j 
f(A) = g1(4) * g1(4), ACD. 


定理 1.1 Tesg(X)&E2-ugS-r. raum». 
ZEB) f. D->X 是 解析 函数 ,DSSC 是 开 集 ,使 得 
(AI-T)f())=0, AED 
Ap uDEGE3ÉS EDDo(T)*6,; ROFBIGUCD 
(D) ,从 
(AI-T)f(4)=0, AEU, 
FRF (A) 0, ACU. B H SEPT RUE — tE 理 ，f (4) =0， 
AC D, DCo(T). 
(G,H)&a(T) 2 JTF£ zi, 8139 GA t EMA, HD" G = 
2, GN 五 三 四 。 由 了 工 的 可 分 解 性 ,存在 了 之 谱 极 大 空间 (Y oYin» 
使 得 
A-Y,tY; o(T|Y,)SG, o(T,Y,)S FR. 
Hi mL., FAERIT D-Y; (1 =1,2) ,使 得 
f(À)=f (A) + 3(4), ACD 
Jill 
9 = (AI-T)f (4) = (AI-T)fi1(2) + (AT-T)f, (å), AED, 
所 以 
(4I-T)fi(4) = (T-AI)f.(A) C€ Y, NY2,4€ED. 
令 了 = 了 1 了;, 则 Y 了 是 了 | 的 闭 子 空间 . 取 开 阅 盘 ,YCSDNG， 风 ; 
pV 在 p(TIY 1) 的 无 界 分 支 中 , 改 VSp(TIY). $ gi(4) = AI- 
T)fi(^),WBIR(A TIY)ei(4) EY,AEV. 由 于 
(4I-T |Y ) Cf (4)— RO T]Y)81(22 
= (M-T) f1(4) -(AMI-T y) R(A,T y) g (å) 
-0, ACYV, 
EV E,AI-T|Y ,是 有 有 界 送 的 ,因此 
fi (A) =R(4,T|Y)gi (4) C€YSY,,16V 
由 解析 开拓 ， 太 (4) CY 54€ D. Fb f(4) CY4,,4€ D. XH' S 
p(TI?;); 所 以 DN H° ZDNHCcp(T|Ys;) .这 样 对 ED、 有 HH， 


从 等 式 


0 = (AI-T)f(4) 
= (AI-TIY:)f (4), 4€ DNA, 
RR(A,TIY1)) € 8(Y:)8f(4) = 0,42€ DNH. HAIK 数 重 
等 定理 ,1(4) 0, AED. TEHE. 
定理 1.2 Tcc(X)iE2-"Ior mE A F  MIT E (AC) f , 
证 明 由 定理 1.1 7 2 EB FEFE, Xr (F) RE. 
由 第 二 章 》 2 NUPXTI) EX "TI 
Xr(F)= Xv (Fh o (T)) 
4595 i Fco(T). 
SGDF- HES JEFE, E 
o(T)EGUH, Fn H-4., 
由 于 TIT 是 可 分 解 算 子 , 存 在 TT 之 谱 极 大 空间 {Ye,Y 了 ny} ,使 得 
X=Yç+ Yp, 
c (T |Y.)«G, co(T|Y4)—H. 
4Y- (Yo fi Xi(F)-Y. 


若 XEXr(P), 则 存在 解析 函数 Z，F'->X, 使 得 
(Ar-T)z(4)-x, | A€F', 
对 XE X1(F), 
x-2yctüm yeEYe, yu€ Yu. — 
TCARAXIACF'Do(T|IYnu) 有 
(AI-T) (z(A)-R (À, T | Y u)yu) = X—-Uu — yc, 
BTWAG):z(A)-R(A, T|Yun)y Ze HEF (1o(T|Yu) 
jo (À) = £(A)-R(A,T|Y n)Yns 
ACF'f1opo(T]IYsu). 
fy H 
oily) CFUo(TIY4))cSFUH. 
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^TEZSZIFUOH wWIHBZFriJordantB ë , 则 


f, 2l[, 


1 
— ,1 dÀ, 
jzi | 20 [Ym y, 
XH'—p(T|Yn),X 


E R(A,T|Yu)yndÀ - 0. 
2mt Ji 


青 令 C-4 | e ITI 1) 


d v =L f 7 
271 RIDES 2mi LA 


一 1. | R(A,T)xdA= x. 
2mt Jc 
HI (A)AFR(A,T|Ye)uc RREI 2x» AE 
1 - 
f is (a2 eve. 


Prl, x€ Yc, Mil 


故 
X,(F) CY. 
5i — 3j iB xf fEfi[x € Y, £ BxcYe; 
or(x) &orivr, (x) &o(T|Yo)G. 
因此 


Q 1 (x)& fn G =F. 
G > F 


故 x EXr(F), iYyYC X;(F), itk. 
命题 1.5 TC Z(X)E 2- 可 分 解 算 子 ， YY 是 了 工 的 谱 极 大 空 
[a] , " j 
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Y - Xr(c(T|]Y)). 
由 前 定理 及 第 二 章 命 题 2.2 得 证 。 
命题 1.4 TE 名 (XX) 是 n- 可 分 解 算 子 , 则 存在 了 之 谱 极 
KEY: y -使 得 


o(T)= U e(T IY O). 


证 明 令 {G;})1-1 是 o(T) 的 开 复 盖 , 存 在 T 的 谱 极 大 空间 
(Y ;} i= 19 使 得 


X= XY; e(TIY)€6; (i=1,%)n). 
由 第 二 章 定理 2.2， 
o(T|Y,)So(T), 
改 
U o(T|Y:)So(T). 
nM, Xj £££5 Bex € X, H 
e= Tx xiEY; (i91, n), 
II 
由 第 二 章 命 题 1.3 及 第 一 章 定 理 2.1， 有 
or(z)S Ü or(x.) = U onr, (S U c(TIY ). 
根据 第 一 章 定 理 2.2， 
o(T)= U or(z)S U o(T|Y;). 


命题 1.5 TEZ(X) 是 2- 可 分 解 算 子 , X FCo(T) 是 闭 : 

的 ,GF 是 任意 开 集 ; 则 存在 TT 区 谱 极 大 空间 了 ,使 得 
Fco(T|Y)cG. 

证 明 注意 {C F°) E kO (T) ES ES 存在 T 之 谱 极 大 空 : 

间 了 与 Z, 使 得 
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X=Y-+Z, oc(TI|Y)cG, o(TI|Z)CF', 
Hamal., 
oc(T)=o(T|Y)Uoc(T]Z). 
四 此 FCo(TIY). 证 毕 。 
定理 1.5 TE 多 (X) 是 2- 可 分 解 算 子 , YETH K K = 
[B], HUJ 
c(T*) = c(T) No(Ty). 
证 明 PET E BER 
c(T) Zo(Ty) Uc(T^). 
4ÀCpo(Ty)n o(T"), SE ZxcX,2€ X7 Y.JA(AI-T) 
Hs, fig € X ZY ,使 得 
(AI-T')0 = 2. x 
BI #ff£E7€X, dER(I-T)y-x€Y, X (AI-T y) BARY, Y TE 
.zC€Y , fii 8 
(AI-T)z- (AI-T) yx, 
或 者 
(AI-T)(g-2) = x. 
可 见 ( 人 条- 了 TZ) 是 满 射 的 .而 T 有 性 质 (4), 从 第 一 章 定理 1.2 之 推 
论 2， (41- 了 了 ) 是 单 时 的 ) 从 而 4E€p(T) .这 样 
g(T)cc(TY) Uo(T*); 
所 以 
c(T)No(Ty)co(T'), 
往 证 相反 包含 关系 .车 存在 一 个 复数 
可 做 o( 荆 ) 的 开 复 盖 {G1,G2}, 使 得 
o(T)\o(Ty) EG 46 G, 
G;flo(T)No(Ty) = à 
FETZ $K 2 Bj (Y Y}, 188 
X=Y, +Y., o(T!Y;)SG; (1=1,2). 


o(T|Y,)<e G ,o(T)Co(TiY). 
YET iA K Bl, AY SY. 


对 仁 意 9EXAY, 取 yEX, 使 得 y+ 了 = 由 分 解 
y-9yit 1t: y CY, (1-12), 

y; CY, Y,Hiug-i. 而 AEp(TIY') ,存在 XEY d 
(AI—-T)x= gi. 


于 是 

(¿I-T')#4= 4, =f. 
这 说 明 (47-7T i ) 是 满 射 的 ， 了 是 T 的 谱 极 大 空间 ,由 第 二 章 命 题 
1.4 & 28 — EE 703.3, T A1 TR (8 P" UE RE CA) ES ICA o (T^) .2F- 
lE. & 


一 - 


c (TY) =o(T) No(Ty). 
命题 1.6 TE 多 (X) 是 2- 可 分 解 算 子 , 则 对 任意 开 集 
GEC, # pk 37 
Ghüo(T)&co(TIX:(G)) &Gno(T). 
证 明 KU S UEBI Ze ELE XX. SACGOo(T), E 
题 1.5, dETET 之 谱 极 大 空间 7, 使 得 
(A) &o(TIY)cG. 
对 任意 xEY， 
or(zjCaoryr (x) CÇo(T]Y)SG. 
故 xEXr(G) ,HIY C Xr(G) TOES IBYARTIXTQG) tit 极 大 
空间 .所 以 
A€o (TIY)Eo(TIX7(G)). 
从 而 mE 
| Gho(T)Co(T| X:(G)). 
因此 | 


Güc(T) €ce(T| Xr(C)). 
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命题 1.7 T€Z(X) 是 2- 可 分 解 算 子 , MES Jr ECS 
C, 5Gno(T) «à, Bo (T) GI tr fE T Z 3ESE JURE 极 大 
zx E] Y , fis 
o(T,) SG;o(T') G-9. 
证 明 今 ZY=Xr(G)，, 由 定理 1.2 ,了 是 (4C) 算 子 , 故 了 是 了 
之 谱 级 大宝 间 . 由 命题 1.1 1.6 ,了 是 非 平 凡 的 ,而 县 
Güoe(T)&o(T,) &Gno(T). 


再 由 定理 1.3， 
o (Tr) = G (T) oT) 
Co(T)NGfla(T). 
Ei yb n) AL 
o (T!) (G =Q. 
utt. 
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定义 2.1 T€ (X)& (AC) CP, FT RAD EERI 
(D), XE FC BA 
o (TTE) So(T)NEF? 
JE REF? 表示 之 内核。 
命题 2.1 TC (X), YELatT, 则 有 : 
(i) co(T)Co(T,)Uo(T ); 
(ii) c(Ty)&o(T)Uo(T^); 
Gii) c(T'")&Go(T)Uoc(T1). 
证 明 (i) 仿 定理 1.3 证 明 的 第 -部 分 好 可 得 出 。 
(ii) @A¿Co(T)ñ p(T”). sRAI—T 2E RB RS. 对 任 
意 VEY， FELEK, {E | E 
y= (47 一 工 )x。 
于 是 


(AI—-T')229-6. 
XA€p(T!),ska = O TPJÉxCY 3X HOS (E RyCY ,Gx CY , EF 
y= (AI—Ty)x. 
PB(AI— Ty) E W8 BJ AACo(Ty). 
(iii) 4&4A€o(T)n p(Ty)。 考 成 等 式 
(AI—T')2-20, 
afn(AI— T)xCY. [At 
x= R(A,T) (AI- T)x 
= R(A,T,)(AI—T)xCY. 
这 样 4= 合 , 即 4 一 全 是 单 射 的 。 
$C€X7Y,ftExcadH FACo(T), HEGX, SHE 


(AI—T)z-x, 
JEXCX/Y,i25 
(AI— T !*)š= 4, 


(AI— T')E ilit irj, BlACo(T"). 
命题 2.2 TEB (X), YCLatT, Nl]lo(Ty) Go(T) 等 价 于 
c (T*)co(T). 
可 由 命题 2.1 之 (ii) 与 (人 iii 证 明之 。 
命题 2.5 TE (X)， 了 是 T 的 解析 不 变 子 空间 ; 则 
o(Ty)Soc(T). 
证 明 仿 yE 了 是 任意 的 ， 
y-(AI-T)R(S T); | A€e(T). 
由 解析 不 变 子 空间 的 定义 ， 
R(A,T)yCY; ACo(T); 
或 者 
R(A,T)YcCY;,  A€p(T). 
fkite (Ty) Co(T). $A€p(T) WAI—T i 8105. 


Ar l 
A€o,(T,) &o, (T) &o(T). 


TM. RT YCY, fef — EX, DETS 


x= R(A,T)yCY: 
从 而 (条 一 Ty) 是 满 射 的 , 故 1Ep(Ty) .证 毕 。 

1165 82.1,2.2722.39] A 5T € 2 (X) Y ET BE HU 
a (T) » e(Ty) Uo(T"). 


HT URS YEBLCACD) Wi mig x:2.1n] h, XF -o(Ty)f8 


g(T')&Co(T)Na(Ty)? 
- Ca(T) No (Ty)3UO9Gc (T y). 
IA YE 
g (T') cCo(T)No(T9»)3UC9o (Ty) nào(T^)3, 
M ifr x i x | 


o (T") - to (T) No (Tr) IU Co (Tr) Noo(T)). 
X FÉo (T) 被 分 割 成 仅 有 公共 边界 8 = 06 (Ty) no (T) t8 


阿部 分 ， o(Ty) So (T) ( 见 图 3). 
所 以 我 们 把 定义 2.1 的 性 质 称 作 分 害 
b. m a 
定义 2.2 TCG(X) 是 (4C) 算 
f, WT 有 几乎 局 部 化 庶 (almost 
ocalized spectrum), I AL Fe Z° 


SERABI Ys. EA 


Xi(F) EIX: (G.). 


我 们 先 考 感 2- 可 分 解 算 子 与 可 分 解 算 了 于 的 等 价 人 性 。 
命题 2.4 Te (X) 2- 可 分 解 算 子 ,又 对 任何 FE 多 及 


FIAC, G.) 
Xr (F) CXr(G) + X:+G,) ; 


则 人 是 具有 几乎 局 部 化 谱 的 可 分 解 算 子 ， 
” 证明 我 们 先 用 归纳 法 证明 : WIFI FC E F WJJF S w 
(G), BA 
X; (F) X1(G1) + X:(6:) et XTIQG.). 
"n-2M ADR. Eno 血 时 成 立 , 令 {Gi 是 F 的 开 复 
盖 , 可 找到 的 另 一 个 开 复 盖 {D,}"_,， 使 得 
D;CG;(is1,,m—1), D,GG«UGs. 
由 归纳 法 假设 
Xi (FE X XD). 


HE D.CG.UG..., BERR, 
X;,(D,) CXr(D,)  Xr(6.) * Xr(Gs.i). 


因此 | 
X,í(F)<S Xr(G,) + Xr(G3) + += 
+X (Gn) + Xr(G«.1). 

往 证 是 可 分 解 算 子 . 令 {G1} ,是 0(T) 任 意 有 限 开 复 盖 、 
ko (T) 875 —JF 5835 (Di) * BED: SG (i=1,2, n) - 
于 是 

Xr(o(T)) S $1 Xr(D;). 
而 X= Xr(o(T)),X«(Di)eXQ4(D)eSX(121,2,-,n). H E 
1.2, 
X= Y X (D), 
H. 
c(TIXr(D;))eG;cG;(1-b2--9. 


故 工 所 可 分 解 算 子 。 证 毕 。 
命题 2.5 TE (XX) 是 2- 可 分 解 算 子 ; 则 对 任何 E ,FEF. 
(X/X4(E)) zxp ££ (EUF)  Xv(EUF) / X (E). 
证 明  T2C(X/XQ(E)) zx: E (EUF), TÆ 
OrXpE(2) CEUF., 
由 第 一 章 定理 3.4， 
gr(x)€ E U F, xC, 


EN JE 
xC Xr (EU F) , 
所 以 
tEXr(EUF)/Xr(E). 
又 之 ; 令 2EXr(EUF)/Xr(B), 则 对 任意 x€2, 皆 有 
xEXr(E UF). Pri 


Or(xX)C EU F, xC+. 
EH 55 — SE zE HELS L4, 
Orr olt) or(xX)^€EUF,xCi. 
故 
$C(X/Xi(E) »* cé (EU F). 
证 毕 。 
命题 2.6 TEgB(X) 是 2- 可 分 解 算 子 ， 则 对 任何 FEF K 
的 任意 开 复 盖 {G1,G;}, 都 有 
Xr(F)CXr(G) + X4(G,). 
证 明 不 失 一 - 般 性 ,可 设 F,G1,G; 都 与 o(T) 相交 , Ho (T) 
守 G1UG;. 令 =Gi 人 Gs, 因为 T 是 2- 可 分 解 算 子 ,由 命题 1.86， 
G, NG: No (T) Co(T| Y (E)) GE. 
村 为 &r( 五 ) 是 工 的 谱 极 大 空间 ， 所 以 Te2: AERA. 
由 定理 1.3， 
o (T*r*) =s o (T)No(T|X:(ËE)). 
内 此 
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o (T*r'Ë:) G G. = 4, 
Jj RI 
g(T'r^)c(G,06G;)*-GrUG;*., 
^xCXj,(F),f,F'--XRÍBUT PER, 18 
(AI—- T)f(4) =x, ACF', 
i 表示 f 在 自然 映射 X->XAXr(E) 下 的 像 ,于 是 Jf: FX Xr 
(E) 是 解析 函数 , 而且 m 
(AI—TIKE P(A) =2, | ACF', 
BEES | 
c(T^r^)cG,*UGs;*. 
BL f£ SIE U (G1 人间 G;) 的 解析 扩张 , 仍 用 了 表示 ,而 且 
(AI-T?^r*)fü)sa, ACF'U(G.nG.) 
仿 吃 ,表示 包含 FNG; 的 Cauchy 区 域 ,D; 是 包含 FN G 的 
Cauchy ZR. XEN G FEN GARI 交 的 , 改 可 选取 D,,D，， 
以 使 D1N5D,=$。 对 于 7 = 1,2， 我 们 定义 


"E = TA S, (2) dz» 


271i 
显然 £=# i Tj ifr H. 
(AI— T* r7?) i (À) 


: | «4-9 + (zI- T'17)3(à— 2) f (2) dz 


HA = t| 0-271042 A&D. 


mi 
| = d f | 1 | — -1 
àzi Jo», ALL LA o», ^ 2) 'adz 
-jis .. | A&D, (7=1, 2). 


这 说 明 x | | 

ji C (X/Xis)sxr (Dj) G1, 2). 

HI D, 是 包含 FNG; 的 任意 Cauchy 区 域 ， 所 以 
9j1C (X/X,4 (E) Xr EE (ENG,), 


j2C(X/X1(E)) rx (PNG), 
HX x; C X, 使 得 
J; = 2, (1 =i, 2). 
由 命题 2。5 
x; CXr(G ;) (1*1, 2). 
HiFde4$itdi, Hx (xit z) t xs, Ia zEXr (E). TÆ 
xCXr(G1) + Xr(G3). 

Mfg e 2.4 Rig L2. 6S FERT s 
定理 2.1 TC (X)4 2- 可 分 解 算 子 当 且 仅 当 工 是 uj; 
WE EET. x 

定理 2.2 TC (X)jà DATAE s f q H (UST HORS (AC D) 
Tr. 

证 明 TÆTTAR T. dpESI.2, 工具 有 人 性质 (AC)， 
还 mi ur BIT RUE 299 (D). 

FEF. WRACF, UACo(T) HARAG oT), 
不 妨 假定 AEo(T). WHG, E ACGCGCFP', Himal. b. 
FET Z EL A BY fi 

i€ Gfüo(T) €So(T|Y)€F'CF, 
TGRYCXQEF).8BU x 

GNo(T) €o(T|Y) &o(T| Xz(P)). 
JA fn gas 1.3, 

c (T*r*) = c(T) No(T|Xr(F)) &o (T) NG, 
HI A= €o(T^ r^?) 

设 T 具 有 性 质 (4CD)， 往 证 是 2- 可 分 解 算 于 。 (Gi 

G;) 是 o(T) 的 开 复 盖 。 只 须 证 明 x 
X= X1(G1) t Xi(G;). 
4 F-G,0Gs, HTE HR (D), WA 
o(T')Co(T)N(G NG. ` 
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其 中 Y=Xr (GNG) lE 
o (T 311619627) c (o (T) NG1) U (o (T) NG3) 
Xo(T)NGi15So(T) NG, E: HAB Z üJ B] SR, HE % BJ Riesz- 
Dunford RAIHA 
X/X1(F) 2 ZiQZ:. 


mE 
c(T'r"|Z;)&o(T)NG; (j=1,2). 
4m; X-+X/Xr(F) 是 自然 映射 。 我 们 有 
X=x-1(X/Xr(F)) 
-a (210231) 
=x 1(21) + a (22). 
Aefa 1(Z;)CLatT(j=1. 2), mE. 
Z;-n !(Z;j)/XrT(F) (j=), 2), 
再 由 命题 2. 1 4 
r(Tlr-Zi) So(T”r |Z, )Uco(T|Xr(F)) 
Cto(T)NG;3UF 
= (o(T) NG;3U (6,061) = Gy 


TS E 

zn I (Zj))&€Xr(G.) | (12€j). 
# 

X=Xr(G@.,)+ Xr(61), 
H 


ca(TIX:(G,)) SG; (1-1, 2). 
这 样 ,是 2- 可 分 解 算 子 。 由 定 埋 2. 1T 是 可 分 解 算 子 。 
定义 2. 3 TEgB(X) 称 为 x- 谱 可 分 解 算 子 (n-spectral 
decomposition property)， 若 对 仑 的 住 意 t- 开 复 盖 (Gili-i 
(F<<n)， 存 在 T 的 不 变 子 空间 {了 ;) -1。 使 
X=} Y;, o(T|Y,)SG, (1=1,.,k). 


t=] 


类 似 地 ， 若 对 任意 自然 数 n. TT 前 是 4- 谱 可 分 解 算 T. M 
入 工 是 谱 可 分 解 算 子 。 HATT EBX), Epo (T) É 
p(T) 之 无 界 分 支 ， 则 称 o jy{T) = C SË pOs(T)2J T 2 #8 (full 
spectrum). 

命题 2.7 TEgB(X)，Y 了 ，ZELatT， 使 得 

X-Y-«Z, 
lic (T^) &o, (T|Y). 

证 明 ”由 于 X/2Z = (Y+2)/2Z 拓 扑 辣 构 于 Y/(Y nz), 8f 
在 同 构 映射 4. X/Z->Y/(Y 由 Z). 又 今 S 表 示 Ty 在 Y/(YN2Z) 上 
的 诱导 算 子 ， 则 $A4=AT*。 因 此 

o(T’)=0o(5S). 
而 由 命 上 题 2.1， 

o(S)ECo(TIY) Yo(TIY N2), 
Var p iod 

o(TIYNZ) €o,(T|Y), 
E 

c(T*)co,(T|Y). 

命题 2.8 TC (x) 是 2- 谱 可 分 解 算 子 , 则 T 有 人 性质 
(A) . 

证 明 izf: D->X 是 任意 开 集 DEXA WE 

(AI—T)f (4) =0, ACD. 
不 失 一 般 人 性 ， 可 设 DD 是 连通 的 . ££ EOD Dd U(A..0), d 
U(459)€D. 4 Gi -U(Àv, ó), G,= (C€/U(A,, 0/2), 
W(Gi,Gi)J& C H£ k. 由 于 工 是 2- 谱 可 分 解 算 子 ， 存 
在 工 之 不 变 子 空间 (Y i, Y2}, fe 

yx=Y +Y,, oO(T|Y;)SG, (1=1, 2). 
由 命题 2. TRC: ÆJ IP EI 

c (T! ?*)co,(TIY))cGi. 
B jaku: far X Y mdi m f(A) mDEX/Y,-tGfRETEREC, B 
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(AI—T'?)f(4)20, AED. 
HDNG,4-9EDNG(ICo(T'?)^n 
f(a) =0， 24€DXG,;, 
HIf(4) CY;, ACDNG.,. 由 解析 开拓 f(A)CY,, ACD. 于 是 
有 
(41 一 工 | 了:)F4) =0， 4€D, 
而 DNG:A#$, D«G;co(T|Yi. 所 以 
f (4) «0, | AEDNG:2, 
Bhft Hi f(4)=0, ACD. 证 毕 。 
定理 2.3 kR T€ (x) 是 2-087 ye t T, WJ T 8 yE 
(AC) . 
uEBH 由 命题 2.8, TAYM (A). Pi TA TERI (C). 
以 FE .对 任何 zEF ,1 6(z) 2distiz;F), M ó(z)> 
0. 令 G, (z) =U (z, Ó(z)) , G3 (z) = CNU(z, ó(z)/2). 
MiGi (2), G, (zJ) à € BU— JF AS t. Hk ATE T LAGE 
-空间 (Y (z), Yalz)}, [818 
x=Y, (z2)+Y(z2), ` 
|  c(T|Y.(2)€G;(z) (i=1, 2). 
由 命题 2.7 及 G1(z) 的 选取 ， 
GT 2 &ao,(T|Y1(2)) EG (z). 
F R Z F BH 
X 1 (F) 一 人 2] 


首先 设 xEXr(F) p e4eX- t T ERO Foe X, 
(AMI—T)x:(A)92x,  ACF'. | 
设 人 rz 表示 Xzr 在 和 /了 了: (2 中 的 像 , 则 人 rzr(4) 是 五 上 的 XAT72 (2) - fti 
解析 函数 ， 且 
(AITE r(A) =, AEF". 
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2r{(4)， ACF*, 
FO R(A,T!**)2, EP(T 0). 
LEF NoT O), p R(A, T'*PfEl Ex SS 
2:1(4) = R(A, T'2 2) $, 
xc i68] f (A) xg CREER. X 
F'Up(T'i^) 3F*UCGi(z2))!- C NCFRG1(2)27 €. 
"pu f (A) 是 整个 复 平 iC 上 的 XNY, (2) à Dr PRG, EL 
A— oht, 
If DS EROST'U7t)sls[ ROGO, T>) lelo. 
H Liouville Æ, f (3) 0, Af 
£¿r(À)) = f 0) = 0, AC€F', 
于 是 2=0， H!xCYi(. IH ZEF A fE S J, Br P) 
xE NY: (z)}. 


反之 ， 对 任何 xE N ÁY.(2)), JG2CF5, W EY: (2). 

ogr(x) riy, I; (x) So (T| Y: (z2)) SG: (2), 
ffüz& G; (z) iz & rlx). For (x) SF, B xEXr (F). hr EE, 

定理 2.5 TEZ (x) EHN REST 24 H X TE 2-16 mn] 分 
NET. | 

WEB ASS PENE K, RUZNE. Ç (G I, GÆ o (T) 
WJ fr EJ E E. IMG, U p(T), G) 3 C€ HJJF Eu. MAET 
之 不 变 子 符 间 {Y Yi) fe 

入 = 了 :+Y o(T|Y SG, Up(T), o(T|Y:)G,. 

SF;-oc(T|Y;)(221.2). HEPE2.3,Xr(F,)(i =1,2) 
EHAE ARE E TARTE REPERI ZR BP. WU H 

g(T1|Xi;(F;)))Co(T)D F, G; (1-1. 2). 
X Y;CcXQ4(F;) (i=, 2), FA 
X = XV(F1) + Xr (F4) 


A TEST. 
定理 2.5 Tc (X) n y Pf 3 H U S S ESSO SR 
G, #frfEYCLatT, H. o(Ty)&o(T), ($15 
c(T,)cG, o(T*)í1CG =. 
证 明 ”必要 性 可 由 命题 1.7 得 到 。 下 面 证 明 充 分 性 .。 
邻 {G1;G2s} 是 CC 的 升 复 盖 ， 不 妨 设 Gj 站 Gs 站 o(T) 丰 $8. 做 
JFS&(D1,D,]. 使 但 
| g(T)CDiUDi;, D,CG; (i-1,2). 
由 假设 ,存在 YELat T, BES 
o (T y) — DI nD, , c (T*) D I nD. = 小 
又 go (TIY)So(T), 由 命题 2.2, o(T')co(T), Hit 
a(T')&c(T)n DND,)=(o(T) NDi)U (c (T) ND); 
X(c(T)ND )ñ1(c (T)'`ÓND.) =ó, & 
zi -o(T^) D (o (T)`>D.), 
tr2=0 (T')(1(ao(T) NDi). 
由 Riesz 分 解 定理 ， 有 
X/Y=E(zi)(X/Y)OE(r.) (X/Y), 
HR 
o(T'|E(r; )(X/Y)) =+ SD, (121.2). 
ax; X—X/Y 是 月 然 映 射 ， 则 有 x 5 (E(v;)(X/Y))C 
LatT (=12)。 今 
Y;-nz (E(v;j)(X/Y)) (121,2). 
ANIYCY;(i-12). H 
(T|Y;)'-T'|Y |/Y 
x =TY'|EGi)(X/Y) — (i= 12) 
g(T|Y ;) &o (Ty) Uo ((T]Y ;) ^) 
c D,UD,UD;cD;cG; (1-052). 


X=x !(X/Y) 
== (E(r,)(X/Y))+=x-`l(E(z,) (X/Y) 
=Y +Y; 
可 见 T 是 2- 谱 可 分 解 算 子 .再 由 定理 2.4, T 是 可 分 解 滤 子 .证 毕 
本 节 这 些 等 价 条 件 从 不 同 角 度 刻 划 了 可 分 解 算 子 ， 


53 谱 容 E 


定义 3.1 从 多 到 XX 的 闭 子 空间 族 的 映射 8(。),， 称 为 
谱 容 度 (Spectral capacity), DESC ) RES TREM: 
(1) @#(@)= (10), e(€)- 


(ii) E(N F.) - ud (n-1, 2); 


(iii) 对 CC 之 任意 有 上限 开 复 盖 (G, 


X - X36 (8.). 


定义 3.2 TCG(X)W UB 4WEERGC(-), ME W 8 
PFEF, F: 

(iv) @(F)CLat T; 

(v) o(T|#(F))=F. 

定理 5.1 TC(X)AF H| y WAR F, MT RE SDF ARE, 

HEB 由 第 二 章 定 理 2.2, Xr(F) Æ THE R k Zm, 
Ho(T|)X4,(F))cF, FEF. 

(i) X71($) = (0), Xr(€)=X; 


(ii) Xr( 0 FJ) = N X,(F,), FEZ (n21,2,), 


Gii) #(G,),., 是 C 的 开 复 盖 ， 则 
X -y Xr(đ:). 


因此 可 定义 
& (F) - Xr(F), FEF 
We (FEF) 便 是 的 谱 容 度 。 
由 定义 可 见 ， 若 TE 多 (六) 具有 谱 容 度 ， 则 了 是 谱 可 分 解 算 
子 。 因 此 由 前 节 结 果 立 刻 得 到 : | 
命题 3.1 TEgB(X) 具 有 谱 容 度 ， 则 T 有 性 质 CA). - 
定理 3.2 TEZ(X) 具有 谱 容 度 ， 则 T 的 谱 容 度 是 唯 ~- 
的 ， BH | _ 
| @(F)=Xr(F), FEF. 
证 明 EFEZ. HE E EX (v). A 
olT|E (F) SF, 
所 DG (F) X+(F). 
往 证 相反 包含 关系 。 任 给 zCF^, 2 ó(z) = dist(z, F}, 
iil à (2) 90. $G (z) -U(z,8(2) /22G: (2), = € "`NU(z,ó(z)/3): 
W(Gi(Z), Go (z)} 是 :@ 之 开 复 盖 。 由 谱 容 度 定义 (iii) 有 
X = @(G,(z))+ £ (Gi(z)): 
仿 定 理 2.3 的 证 明 可 知 


注意 (Gi( }=F， 所 以 


Xr(F)S f ,le(G.(z))) - 6C, (6:0) e 
| = 4 (F) 
uh. . N 
EX 3. 设 @(。) 是 谱 容 度 ， 称 
|  supp# = N{F|FEZ, £ (F) = X) 
为 谱 容 度 @ 的 支 集 、 


命题 3.5 设 TE%B(X) 有 具有 谱 容 度 @(，)， 则 
suppé = o (T) | | | 
HE 8H FE28 2 F 3: G-o(T). 取 另 一 开 集 DD， Eo (T) Da 


DcG, 则 {G, D° € ")—JFE ui. WA 


X-é(G)* é(D'). 


up xce(D'), j 


Or{(X) Ore p^; (x) So(T|#(D:°))SD'. 


AX or(x) &o(T)&€D, Wr 


orl) C D' 1 D =, 


4ix-0, He(D')-(0). Pre (a) = X, Ai 


suppé EG, 
HJG o (T) TESI. Pru) 
supp o (T ) 
hic. Wi A€o(T)wNsuppé, Bi[Zg4E € ZJ 83 {G1. 
G}, f 
Giflsuppé? -ó, | A&Qs. 
X-4(G)) * £(G5). 
4-2: (supp =Q, BrElée (31) = (0) , AM 
X —-4(G:). 


c(T) -o(T|c (80:))€G,. 


X JACO (T) NG 矛盾。 所 以 


c(T)C€supp4. 


证 毕 。 


944 函数 演算 
命题 4.1 T,C2Z(X,)()=1,2), WT: AT- Z (X, @ 


X,) Eu iy A FW ECT (ij 21,2 ET y MT. 

证 明 设 T; (j=1,2) 是 可 分 解 算 子 , 令 {G;} o (T :中 
Di) Eu. H(TQQT)M AB— A (D). E 
D;cG;(i-1,2,--n). H 

c(TiQT;) -o(Ti)Uo(T,. 
nM AD Y t æT; UFER. ATEA üt, 


X ; = 2 X; r (D) (252), 
从 而 
X, OX; = Y (D; )6XX., (D;) 


一 pu Xir (D) Xi, D). 
| i-1 
由 第 一 章 命 题 4.3, 
(X1 X1) r, or, (D) -Xir, (Di) QXir, (Di) 


(1-71, 2, s n) 


是 Ti 的 Ts 的 谱 极 大 空 x Hl. 
o (T DT.,| Q9); a (D) D.c6, 


(1-1:2;*55m), 


X,9 p X, = 3,049Xi):r, or, (Di), 


[91 
KT OT -ATS XT. 
反之 , ATOT -ATS RAT. SG}, 是 o(T1) 的 有 
限 开 复 盖 ， 取 (D. U o (Ti) 的 另 一 开 复 盖 ， 使 得 万 ,SG， 
(i =1，2)。 再 取 开 集 D。， 使 得 {D;} ,_， 做 成 o (TT) = 
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G(T,)Uc(T,)WJES8 oE, HED NoT) =ó. J 
XX; =: » (X X) rar, (D) . 
得 第 二 章 命 题 4.3 
(X, OX.) rer, Di) -X,r (DOGXir (Di) 


X,@X,- Yu (DIEE Xu. 
从 而 

x, = Xr, (D,) 
BE Xi (万 ) G =0,1,2,…，#) 是 T 的 谱 极 大 空间 ， 


故 
G (TilX r (D,D) SED: ño(T i) 


(1 -0,1,2,-n). 


c(TiIX ir (D) = 内 
于 是 

X ir (Ds) = (0), 
ex 


X, = 2_, Xir, (万 ;)， o(T IX ir (Di) SEG, 


t "1 


(1 =1,2,° n). 
因此 T ,是 可 分 解 算 子 。 类 似 地 可 证 T , 亦 是 可 分 解 算 子 。 
命题 4.2 TE (X) 是 可 分 解 算 子 ， cCo(T) 是 谱 集 
&, WT|E(c) X 是 可 分 解 算 子 ， 这 里 


D Ro 的 允许 围 道 。 
证 明 由 Riesz-Dunford kb 2&8 5 


E (o) =. js, R(A,T)dA 


是 与 了 可 变换 的 再 影 竹子。 $E(o)-1—E(s). " 
X=E(o)XDE(o')X, 
T - T|E(c) XOT |E(a*)X. 
由 命题 4.2 Xl, TI E(o) XE vT4 RESET. 
定理 4.1 TC€Z(X)A& T| yf f  f:G-> € (Go (T) 
是 开 集 ) 是 解析 函数 ， 则 f(T) 是 可 分 解 算 子 。 
证 明 ”显然 不 芒 设 是非 常数 ,由 命题 4.2 不 妨 设 C 是 连通 
集 。 由 第 二 章 命题 4.1, F(T)ECAC) HT, ifi B. 
Xi r; (F)=Xr>r(f-!(F)), FEF. 
4 (G,).., c(f(T)) =-f(o (T))WJJE 8 S. NUS — JE 


23 x (Dj... 使 得 D SG, (1 = 1,.,n) 。 于 mU! 
(Dj) `. &o(T) RFE, LI (DOSE (0) Geli, 
n), Mi 


X =}, Xr (F (D:)) = Xf (O2). 
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. X = Y X. r; (Di). 


BUCPIO)RA((AO) RUCE, OX r (D E F) NR easi, 
从 而 


o (f (T)I Xen (D;,))) S D CG, “=l, e, h). 
定义 4.1 TCd(X) b SGT 2 A F (Strongly 


decomposable operator), TX o(T) 4E ST E (Gi); 
RRRS Y, Wed 了 之 谱 极 大 空间 (Qu). EQ 


Y =Y Ynyi; c(T| Y ,)SG, 
i=] 


(1-1, =. n), 

定理 4.2 TEB (X) 是 强 可 分 解 算 子 当 且 仅 当 对 任意 HY 
RER Y, Tc (Y)eRUIAHESET. 

证 明 充分 性 是 显然 的 ， 往 证 必要 性 。 令 1G ` 
o (Ty) 之 任意 开 复 总 ，Z 是 Ty 的 任意 谱 极 大 空间 。 显然 ZY.， 
笋 开 集 G。， 使 {G;} ,_, 构成 o(T) 开 复 盖 ， 晶 GoNo(Ty) =$ 
TN 亦 是 工 的 谱 极 天 和 2 间 ， 由 二 是 强 可 分 解 算 子 ， 按 定义 4.1， 
存在 T 之 谱 极 大 空间 族 { 了 ;}._, ， 使 得 


Z = DZNY;, o(T|Y,)SG, (050,150) 


售 Z ;= ZHY;c-cY (G-0,1,-,2), Z; &T, 的 谱 极 大 空间 。 
IHE Emal. 2 推论 ， 
o(Ty|Z;)=o(T|Y 1 Z;) 
-o(T|ZnY;) 
=o(T|Z) `o (T|Y;) 
=G, (10, 1, =, ). 
特别 
c(Ty|]Zo) Co(TIZ) 1G, 
Co(Ty)(1G; 
= 0, 
KH Z= (0). i, 


一 6 J - 


Z-YZnZi c(T,JZ)0€G; (i=l 
办 此 Ty 是 强 可 分 解 算 子 ， 

命题 4.8 TC3ZB(X) 是 强 可 分 解 算 子 ， 了 ÆT SIGLO 
ZE, LLET EAX Y) RKE, D 


Z -(z|zCX, €Z) 


不 1 的 谱 极 大 空间 ， 
证 明 ”显然 ZELat T, T JL (AC) TF, I Xr(o(T|Z)) 
T 是 的 谱 极 大 空间 ， 生 
Y cZ&Xr(o(T|Z)). 
i TE BEP O MT T|Xr(o(DIZ)) 是 可 分 解 算 子 ， 由 定 
551.3, 
o (CD| Xs (o(T]Z))3y) 
=  c(T|Xr (o (T]Z)) 
No (T|Y)S o(TIZ) N oe(T|Y) 
由 命题 2.1 及 命题 2.2 
a(T|Z) -o(T|Y)UGo((TIZ) ). 
故 
o(CT|Xr(o(T|Z))*)So((T|Z)*). 
于 征 
c(T*|Xz(o(T|2)) /Y)&o(T'|Z/Y)70o(T'12). 
而 QZ 是 工 - 的 谱 极 大 空间 ， 所 以 
Xr(o(T|Z)) /YSZ. 
这 样 
Xr(o(TIZ)) &Z., 
Z, Z= Xr(o(T|Z))2E TIESCAZB. 
定理 4.3 TE 名 (XX) 是 强 可 分 解 算 子 当 和 且 仅 当 对 工 之 任意 
谱 极 大 空间 Y，7T "EB(XAY) 是 强 可 分 解 算 子 。 


SB] ”充分 性 是 显然 的 , 往 证 必要 性 . 令 {Gi} Aro (T ) 
的 有 限 开 复 盖 ， 做 一 开 华 Go， 使 得 {Gi} 六 0 £ o(T) i JF $3 
X. H G flo(T/)2 d. XF TIERO RA 2 IZ 由 命 
MM 4.3, 

Z=- (z|zC€ X, 2 CZ). 
RT E Bb cos feb MAET zm BC ZHY 3 seo fS 


-YXNI6Yso(DYOmG, (5014n). 
i=0 


SK,=0TIY) (Gi 20, Nn) K-o(D] Y), BY; Xc(K 0) 
(1-0,1,5,),Y Xr: (K). Him 82.5, 
(X/X,(K),xi (Nh; JK) =Xr (K; U K)/X«(K) 
(i-0,LDb6. 
RACET IBS SRI LLL 
0(T |(X/Y);Y(K; UK)) 
-g(T'|X:(K; UK)/Xc(K) 
=0o(LT|X: (K: UKJ’) 
=o (T|X: (K: UK)) No(T]Y) 
C(K,UK)XK 


K NK 
CK, 
CG; (1-z0,1,*n). 
Fr 
c(T* | (X/Y) (K UK) 2G, fo(T ) = 0 
X 此 
(X/Y): (K UK) - 05]. 
这 样 ， 从 
Z = ZQY; - Zn X:I(K UK) 
nj R 


Z- Y'ZnX«(K,; uU K)/X«(K) 


j =Ü 


=2,Zñ0(X/Y),r(K UK) 


= Xi£n QtY)e (K; UK) 


站 此 三 是 强 可 分 解 算 子 ， 


$5 对 偶 理 论 


命题 5.1 TE 名 (XX) 是 可 分 解 算 子 ; 则 对 每 个 PE 多， 
(FF YET RREK ZN, I 
olT*|Xr(E)-) SZF, FEF, 
证 明 不 难看 出 Xr(R ELatT*。 首 千 证 明 
c(T*|X' (F'))cF, Fc, 
TACFP',HUFS&G,GEPFCG,fu HAE G,(G,F')7Eo(T) 的 
Api. WüfedETTSHÉTRUDZAIBI(QYaG. Y}, tË 
X-YitY,noc(I|Yi)cG,o(TIY;)cF', 
VARY ISA r(F°) mAI-TIY, ZUG 8 RAH. 
dix'C€Xr(F')' G8 ER(AI—- T*)x* =0, 对 任 给 的 x C X, 
X = Xi t X25 x C€ X, (1 = 12); 
我 们 有 
XIX> = Cxpox'2 + (Xx. xt> 
= (xx'». 
HTAI—TIY 841 qm FEY EY, B 
(AI —T})yi = xi. 


<x,x*> = xix? 


<(¿4I—T)ui xt > 
= [yi (AI— T*)x*» 
= 0. 
Hj hlx*=0, XRT T*|Xr(F°)+ E BL 810. EAT 
XS (F^) BETIS. 
若 X* CX1(F') ,对 每 个 xEX), 有 

X= xi xo) x, C Y; (151,2). 
4E X ER PEIZ Hus 

GoóOu» = <R(A,T|Y i)xi x*2> 。 
XC E X Uu ka xn. 3S fix-xitxpxicY. 
(1—-1,2),B0xi-x; =x =x CY 1 Y. , Y NY 是 TK: 
REP]. 8 

c(T|Y:CYi)&o(T|Y 0) No(TIY.,). 
ALACo(TIYinYi). rx 

R(A,T|Y i)(xi—x,) 
=R(ATIY NY ) (xq —xi) EY, NY: SX, (F`). 

zy 

CR(A,TIYi)(xi—xi),x*» =0, 
JR Hf 

C(RQGGST|IY )Oxox*» = <KR(A,T|Y i) xbox!» 

XKP ELEA. FERES: 了 1BY,->X， 

S(xiQxs) "xit xs, x; CY, (11,2). 
NÉ SA S JE X EXIT GT IH HPE E PE, TEE S OM 290, FE EI] (£ 
fifx € Z; fx; CY; (11,2), 

lai Ps] M xi * Xs] = MIx] 
我 们 有 

上 《MU> |=] <R(A,T|Y, )x i, x* > 
s«IRGSTIY )lllx llla! 
s Mi ROGSTIY)Nllx*lllx|. 


WucX*, jirljuc Xr(F ) 
2xC X I(F° °) NWlx-xitx» x CY, (i= 12), 
xax; CX, (F°), n] ly CX, (F y Worx) & V. MAN 
o(R(A,T|Y i)xi)Sor(xi) EF" 
"p R(A,TlYi)xi€ Xv(F), Xx 
ou» = (R(A,TIYi)xvo x^? -0, 
X Epu € Xc(F^)^. MH fExCA, 
x=xi +x: xw CY, (121,2), 
(AI —T)x- (AI— T)x; + (AI — T)xs; 
(AI--T)x; CEY; (1-012). 


TE 
((AI—T)xiu» = <LR(A, T| Y) 01] -D)x o x'? 
= €xpx^? 
= Cxi X2x") 
= Cxix" > 5 
<x, (AI—T*)u» = «xx 2, 
所 以 


(AI—T*)u-2x*, 
WAI—T*'|X:(F) EBENE. AI 
A&o(T*iX1(F')"). 
Br 
oc(T*|X,(F^)cF, FEF., 
ig uc BIX (FE RT gb AR AH. SZ 是 的 不 实 于 
*x [8] , 而且 
c(T*l|Z*) &o(T*iXr(F*)) CF, 
JA Tf 
c(T*|Z*)—F, 


CuCcZ', Ir] CX (E E LAAS: CC, 
m C E(A),u >, AC pr (x): 
f (^) qm ,A€F'., 
VOpACor(x) P, 

(x, R(¿,T*|Z*)u> = < (AI - T) (A), K (A,T*|Z*)u» 
= C E&(A); (AI- T*) R(4,T* Z*)u2> 
= < #(AÀ)>u >, 

证 网 的 定义 是 完 知 的 . if (A) Æ C E AIIE DTA Sp Sa co Hr, 
z(4) = R(A, T)x--0, ft limf(4) =0. HLiouville Æ FE, f (4) 
-0. AX 

Af (4) = €«Az(A),u» =0, ACpri(x). 
Gu» =lim< (1—T)#(A),u > 
= lim< À#(4), u > —lim< Tš(A),u > 
=—lim <Z(4) T °x > 
=0. 
Er EXr(F ): BJZ*C X:(QF )*. AEX (FE A T " ZB 


定理 5,1 TE: 罗 (X) 是 2- 可 分 解 算 子 ， 则 T* 亦 古 2- 可 分 
W NT. 
证 明 今 G 是 任意 玉 集 ,f=0 N JE X: (F) ETH R K 
位 间 。 由 命题 1.6 并 注意 G FA 
C no(T)&o(T|Xi(F))&Fno(T). 
HE DH 1.3, 
s (1*7) = (P) Ko (T [Xs (B), 
AACG'I;, A&o(T^r'^). ixi, 
o (T“r = G. 
jiHDieudonn6 fm ZPL, CTI X: (ED (D?) T 等同 ， 
hats ig T [Xr (PF) eSI. Hr 


c (T*|Xz(F)") » o(CT^1:*73*) 
=o (T KOJE, 
o ((T*)*1*7) -o(CT|Xc(F)3*) 
-g(TIX4(F))cG'. 
根据 定理 2.5,T* 是 可 分 解 算 子 ，。 
命题 5.2 TE 多 (X) 是 可 分 解 算 子 , 则 
Xt*(F)-X,(F)', FEF. 
证 明 由 定理 5.1,T* 是 可 分 解 算 子 ; 政 XAY*(F) 是 4“ 的 谱 
极 大 空间 ,而 且 o(T*|X#3*(F)) 导 FF， 由 命题 5.1 证 明 的 后 Eu 
[BU 
| Zi* (P) & XO (F°). 
Ho(T*|Xr(F9)-) SF, uE] 
X'(F')*cXt*(F) 


Xi*«(F)-XQ,(F)',FC. Z. 

定理 5.2 TC (X), T* ny AT, WTE He 
BT. 

证 明  uxGILÍESJPSS T F-G'WPIBSS,HF'-G'., 
IL "是 可 分 解 算 子 , 故 荆 有 性 质 (4C)，Xz* (F) ZTA 大 z: 
间 . 由 第 二 章 定 理 2.2 及 本 章 定 理 2.2， 

o(T*|Xz?*(F)) Eo(T*) (1F-o(T)nnG*. 

c ((T*)*2* )cg(T*) N F° = o (T) no, 
Y= X*+*(F),MIYAT2Z KETER, H 58 — P GE PE2.3, 
X*;*(P)iESS"BJHJ. Sp] SN EB, 

Y -(Xri*(F))* - Xz* (P). 


根据 Dieudonné 对 偶 定 理 , (C| Y) 55 (T*) ?* P gj, (T5) 
与 了 7*|X*r*(F) 等 同 ， 所 以 
o(T|Y)=o((T|Y)*) 


-o((T*)'z**)co(T)nG. 
c (17) « o((T*)*) 
-c(T*|Xt«(F))eco(T)nG*. 
由 定理 2.5, 工 是 可 分 解 算 子 。 
个 题 5.5 TE 多 (X),T* 是 可 分 解 算 子 , 则 对 任意 FE =, 
Xr (E ÆT 2 pt RJ: 28 B], E 
Xr(F) - *X*,*(F)), Fes, 
和 证明 {Ga} 7E HUE E, EG, SF(n-1,2,-),H 


(| Ga =F, SF, =G; MEF, E FZ (n = 1,2,*-),H 3705.2, 


n 4p RETI. ]H Bir 5. 2. 
Xr(G,)* = XT (F1)* 
=X*r*(F,)  (ns12,-). 


SR FC G, TE 

F° DG: : F. (nz 1,2 ). 
因此 

XT*(F') SGÁIS(P.) = X; (G.)^, 
从 而 

T Xr*(F°)C T(Xr(G,)1) 

-Xr(G,) € X4(G,), (n= 1,2,.). 

所 以 


Xr. (F: jc (x: (8. )-X«( (18. = X« (P). 


"-1 


及 之 ;类 位 命题 5.1 后 一 部 分 可 证 明 
X,(F)C-Xte(F:), FEF. 
总 之 


X *r*(F ) - Xr(F), r € = 
— T] 一 


mA R RmRuEvcrTIgaMGNTPAESSXASM.ISXx 
mmis 
定理 5.8 人 TC 多 (X) 是 串 分 馆 算 子 当 且 仅 当 T* 是 可 分 解 
算 子 。 而 且 对 任意 RE 多,Xr(RE) = X*r (F) AT RRAK X 
M, X” (F) = Xr(F ) IET BIS RH. 
命题 5.4 了 ECB(X) 是 可 分 WEE -DGUIXPEERE SG, 
Xr(G) RT (a WT RE T ASH H 
a(TIX:(G)) c Gno(T), oT Xr) )cG', 
证 明 P -G',n isto. 2, 
X*,(F)  Xr(F')* = X1(G)-. 
IRR Mog PS, 
TX*.(F) = ^CX1(G) 32-2 X4(G). 


4 DieudonnéX] dz 38, (T | X (G) ) * 5 (T*)*r* ski]. 4 
c(T|X:(G) ) - o (TIX; (6)2*) =o ((T*) 579) , 

由 定理 5,3,T 了 T* 是 可 分 解 算 子 ) 改 X72*(F) 是 T* 的 谱 极 大 空间 ， 

HHEIL., 

o((T*) 


X f CP) 


) :e(T*) No(T* |X£*(F)). 
于 是 
o(T|X;(G)) - o(T*) No(T*|Xt*(F)) 
Sf, D—XJ3 fip lr ind, H 
(AI - T) f (4) C€ X: (G), ACD. 
不 妨 设 刀 是 连通 的 。 若 DMp(TIXr(G) ) «4, 
1] 存在 开园 盘 7SEDPn po(TIXr(C))， 使 得 
(AI - T) f (A) EXr(G)，4EF。 
今 g (4) = AL-T)f(A),ACV. T E TER (A) ,有 
Lu TOR ROTIXc(G))g (4) €X«(G), AC. 
HIEI f (1) €X«(6), AED. 
若 DSo(T|Xr(G)), 由 前 证 明 ， 


DcCo(T*) .o(T*|Xt*(F)), 
HD (ORE ER. SE 
DC po(T*|Xr«(F)). 
HAED, «SERy* CXE (E), B If Ext € X*,(F), üË P$ y" 
= (AI— T*)x*.-] Z 
fy > = <f(A) QGI-T?)x*5 
= < (A-T) f(A), x* > 


=0, 
f() €^Xt*(F)  Xr(G), AED. 
昌之 ，Xr(G) 是 了 之 解 折 不 变 子 空间 ， 义 


X;(G)= Xr(G No(T)) EXr(Güo(T)), 
fiX: (G no (T) ) 亦 是 TIXr(G fo(T)) 之 解 折 不 变 字 空间 , 改 
o (T|X,(G))Sco(T|X:(G Y G(T))) 
cGo(T) 
类 似 季 由 Dieudonne 对 偶 Æ, (T^r 9)* 与 I*|X7.(P) 
Tau. AT* Z a MeH, 
o (T^: )= o((T*r®))” 
-g(T*]XT,(F))G*. 


S6 St.FrunzaJg fB 


定义 6.1 A4TCad(X) FUGA (F), ETHER), H. 

ATE PCKSBIY,. BA 
01*(£) - or (x) No(Ty) $€ X/Y,x G, 

Hriot.Frunzaók Buka. TEIL (A) J S T RH FE CP) 
5. RAE HE dá. 

定理 6.1 TCZa(X)ECGAC) SF, HRS PER (F), W 
I'cap(X/Y)i (AC)!$ Y, H 
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(i) (X/Y):*(F)Xqr(FUG(Ty)) /Y, FEF ; 
(Gi) oc(T'|I(X/Y); (F))SF,FCE. 
证 明 2C (X/Y)rr(P),Wlozr(2) CF. 由 第 一 
EFE 3.4, 
or(x) Cor (x) No (T) Uor (8) SFU o(T p, 
因此 
xc Xr(FUo(Ty)), xC, 
故 
2€ Xr(FUo(Ty))/Y. 
反之 ， C£CcXr(FUo(QD))/Y.-pcxXxcti 
xEXr(FUo(Tr)), or(x) SFU o(Ty). 
于 是 由 定义 6.1. 
or! (4) Eor(x) No (Ty) SF, 
故 
¿€ (X/Y)rr(P), 
KIT 是 (4C) 算 于。 由 第 二 章 定 理 2.2， 
c(T'|(X/Y);s(F)CF, FEF., 


定理 6.2 Te Z2(X)#T[ y UR f, XTA VER (F), Hi 


对 工 之 任意 谱 极 大 空间 7,T € 多 (X/Y 了 ) 是 可 分 解 算 子 ， 


证 明 (G3); 3 6o (T ) T RES BEBE (T) ZJT BE 
(Di);3,, 使 得 D; CGi(i 21, n). 可 做 另 一 开 集 Duo， 使 得 
Djhnc(T )= 兴 而 且 {D;};'。 复 盖 o(T), 则 存在 T 的 谱 极 大 空 


i] (Y ; 3; 20; 使 得 


X-YYoc(TIY)ED: (i- len). 
i = 0 - 


MRY, Xr (Di Uo(Tr)) (-0,L2,-52). T 
X= YXs(D Uo (T). 
这 样 由 定理 6.1， 
EN 


la 
Hr 


X/Y= 2X« (D Uo(Tr))/Y 


Mame Di) 


c(T*|(X/Y);*(Dj)) gD;SG;(i-0,1 on). 
0(T (X/Y);Y(D)g&Dino(T) 99, 


(X/Y ) vr (Do) = (0); 


X/Y = 31 X/Y) c (D), 


a(T* V (X/YT«(D;)) EG ( =], n). 
定理 6.35 T€ (X) H| 2 E S. UTRA). 
证 明 -YJARTBMERGESULA Z= B], HE 4.3, TY E 58 07 

ESL O BXr(orz(x)Uo(Ty))/YZ&éT 的 谱 极 大 空间 。 由 
J EAE 3.4,0:fY(2)Cor(x), xCá. T AE 
EXr(or(x) Uo(Tr))/Y, 
Pru 
orY(2)Eo(T |Xr(or(x) Ua(Ty))/Y). 
CE EX 
T? |Xr(or(x) Uc(Ty))/Y =[(T|X;(or(x)U o(T9))3* 
是 可 分 解 算 子 ,因此 
o(T^|Xi(or(x) Uo(T»))/Y) 
- c(CP|Xr(or(x) Uo(Ty)))) 
- o(T|Xr(or(x) Uo(T3))) No(T|Y). 
BLS C NESEBU 2.2, 
o(TIXr(or(x) Uo(Ty))) &or(x) Uo(Ty), 
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EA E 
但 从 第 一 章 定 理 3.4, 
or(x) No (Ty) Eorr (4). 
Fi: pJ 
| Orr( 人 2) = or(x) \o(TY). 
定理 6.4 TC (X)A SR HZ REEL MI D Yi 
(T*)x*e rcnt 
ESRT EFEZ. NGA 
Xr (FP )” 表 示 X*,(F') 之 弱 * 闭 包 
证 明 ”必要 和 性。 对 任意 HE S T|X: (F) ER MAT, E 
4p FRS.3, CD] X (F 3*8] 43 ERE, fS DieudonneXj EEI, £ 
等 距 同 构 意 义 下 , CT|X,(F))*= (T*) IS ET) 
是 可 分 解 算 子 。 由 重 极 定理 及 入 型 5.3， 
X;,(F)!= CX (F) = XE. (F yr". 


arc W $ 
因此 (T*) TSO" RuDAASET. 
、 WT cue MEM Dx 
充分 性 . 设 (T*) TAT ”是 可 分 解 算 子 ， 取 已 = C. 于 是 


X* (gc * * TI Ah UH T 23 4 
AT F 一 (0 1, E E T Aen] SERAT, AMTETS NET . 


可 分 解 算 子 。 再 由 定理 5.3 知道 ，T|Xr (METSA 子 ， 
FE .由 命题 1.3 及 定理 4.2,T 是 强 可 分 解 算 子 . 

定理 6.5 TC (X), TRR y 88 EL f 4 H I w 
T xpr') 对 任意 FE 是 可 分 解 算 子 ， 

证 明 必要 性 。 设 T* 是 强 可 分 解 算 子 ， 故 了 RUNS 
T.H 

T*(F) =Xr(F °), FEZ. 

H FT*| XI (F) ETSER., Dieudonne PË , 


T*IXzi«(P)- T* | X (F°)! = ( T*rF 


再 由 定理 5.2,T "7 是 可 分 解 算 子 。 

充分 性 。 设 了 Yr 是 可 分 解 算 TF= Cv 
Xr( F) ={10). 从 而 了 是 可 分 解 筑 子 , 因此 EOAR 
于 年 

Ke(P) -Xi Feo. 

X (T "r" ) 是 可 分 解 算 子 ， 所 以 

rex» (F) = CT*:605:3* 
AERTS. ACTAE IE AET 
定理 6.6 TE 多 (和 XX) 是 可 分 f AT HTA HERE) 澡 
仅 当 TT* 是 强 可 分 解 算 子 

证 明 T* 是 强 可 分 UINTVISTTIRTE: 
HE 6.3, T TERI (F). (E REA SE E. 1G; y S A € BJ 4 M< Jl 
£i Di ECOSSE END: SG: G lem. 
Xo TEIETZGENLASRRBY: 8825 


`] 
MET 
c 


X= DY;, o(T|Y,)SD, (i-1,5n). 


c ES 

Y,cXi;(F'UD)), FEF (i-lLe5n). 
"NOU 

x- YX. (F UD), 
于 是 B 

X /Xi(F )- XX. (F UD:)/Xr(F°). 
(E 


———————— A MÓP € —— 


Tt I XiF UD, )/X: (F°). 
-= CTX (F UD Ir 


o((Txr Fe; -一 一 一 /一 一 一 


Ap EUD; ATCGE 9 


-g((1-— 一 ]xzrtF m 


Xs UD 
=c (£( NM xF). 
Jj DieudonneX] fg FE A ZU PE 5.3» 
X OPUS A 0-2 3-0") NUDD 


eun 


z X**(F)üncXz(F*UDi)2*. 
Dt 
o (C(Tx Dr 3?) 


- (CT 012 X (FP) n CX AD’). 
由 于 


CXr(F UD; Dt eX*/ X (E UD): 
=X*/X*.(F' D: ), 
WXT*(F) 人 CXr(F'UD;) )* 为 X*/X*,(FND:) 的 子 空间 ， 
BXXt«(F)/X2 «(Ff1Di), Ut 
o (CT TL P Jt KT a (F) AEXH(F* UD, )J" ) 
= g((T*)*T cr ‘uD 
=o((T* eos 
机 于 * E 


“| KrF') / Xr(F UD,)’) 
|X T, CF) /Xi (F'YDi)). 
SERT TAEAE) Brig FE 6.1, 

XT* (F)/XT* (F1 Di) 
(THI DD 的 谱 极 大 空间 。 又 
F-FWNCUGüDIJUCFODI) (i=l,=+,n), 
由 定理 6.1， 


a ((T*)*1* Di XF. (F)/xt*(F nD:)) 


— c ((T*)*7* (FADE IEXfS(FNCP (1D:) 
UCFQnDi2/Xt.(Fh Di) EFNCE ND 


i — —n V. T] — n-_ 


Nt 
X/X, (F )= Z X«(F. UD;)/X (F°), 


而 几 
o (T*rr') |X, (FP UD ) X, (FEG; G 1, n). 
GOGH) T'r r 是 谱 可 分 解 算 子 ， 用 定型 2.4 知道 T Sr 是 
可 分 解 算 子 , 证 毕 ， 
类 似 可 证 明 ; 
定理 6.7 TCA(X),T' vp fg ATITA WEIL) 
并 仅 当 了 是 强 可 分 解 算 子 。 
H Br BEST: BEBE Fl 5.391; 
定理 6.8 TEBET fe yk EU TE ROF) HL 4X 
TT 是 强 可 分 解 算 子 ， 
可 见 对 -一般 可 分 解 筑 子 林立 有 性质 (F) 
例 “ 令 7 是 著名 的 下 .Albrecht 算 子 , 则 是 非 强 可 分 解 的 
TOMAT, 这 样 的 了 便 是 不 具有 性 质 ( 己 ) 的 可 分 解 算 子 。 
定理 6.9 TCOG(X)T'ge3 p^ E TOUHDUCS  fE 
-或 团 集 ,了 |Xr(F') 是 可 分 解 算 子 ， 
证 明 m5. my 


uy 
—— ]À 


— L 


(Tiene (ps eto 
-(T| X«(F)))*, Fes. 
WQT*) 1 R 可 分 解 算 子 ,出 定 理 4.3 知 T* 是 强 可 分 解 筑 子 、 
必要 性 。 由 定理 4.3, (TYT 是 可 分 解 算 子 ,又 
Xr) »XEO) T) 007 Ren. 


HDieudonne 对 fH 定 理 , (T|X,(F:))*uj PERET, B VA 
T|Xr (F°) & uj HT. 


97 ”充分 性 判 据 


本 节 给 出 一 些 谱 位 于 Jordan 曲 线 上 的 算 子 是 可 分 解 的 苑 分 
性 判断 方法 . 
命题 7.1 UTC (X), KDE li 
o(T)C7; XikX 84 BJ AE (未必 连通 ) ,使 得 
(i) Xr (P) AB RS, 
(ii) o(T*r:P)g7NF; 
IX z ESE PI TO3RF Ó F. £F F, 48 S SRK S ABS, Z 
有 
Xi(FINF,)= Xi(F) + Xr(F,). 
证 明 ”不 失 一 般 性 ,可 设 F1UF; 是 连通 的 . 先 证 明 "FU 
F;,2o(T)Nf, 
X - X, (F1) - X1(P1). 
SF=F,NFı. HfIRIWFA BITS ,于 是 
g(T*r )c7NF = (INFE) U QN F.) 
ix iL BH o (D* 707) E WW R BAERQBIHT E 2 3t S 
ri=J\F, No(T*r E), ra= (JNFiflo(T*1?), 
UU x 
o(TYr E) =+ Ur; 
iu Hr; S F, (i=1,2). IRigRiesz/) f E HE, 
X/Xr(F) = E (rı) (X/Xr(F))ÐE (r2) (X/X1(F)). 
nE AKX35X/X:(F) LORNE, S 
Y: =x (E(v))X/Xi(F)). 
J xY;CLatT(1-1,2). XXi4(F)CY,, ik 


— 80 一 


Ar (F)AT|Y (i= 1,2) 3n pal, Br E 
c(T|Y;)2o(T|Xi(F)) Uo((T]Y,) £E) 
CFUzr;, F, (121,2). 


Y CC Xr(F,) (ií=1,2). 
这 样 
X =x! (X/X: (F) 
= a”! (E (r1) X/Xr(F)) +a! (E)r) X/Xr(F)X 
=Y ,+Y,CXr(F )+ Xr(F,), 
Hp) 


X 2 Xv(F4) 4 Xv(F&). 
HAY =X:(F UF), SE TIY.gSuS pii Ci),(iil. 


c(S) -o(T| XY(F,.UF;))&F.UPSSJ. 

XLTEXCBH T LE, 
Ys(F)-Y(IXi(F) - Xc(FÜüO (F1UFP:)); 

HALY s (F) ÆR. XZ -Y.(PF),ulY/ZiT^myu K ZA], fk 

T“ |Y/Z=(T|Y3 ° = S°, 
所 以 

c(S2) -a(T*lY /Z) Co(T*)., 
o XTi E A E (i1) , ay 

o(T*) s o(T*c* iiir») e NCFO (LUPIS 
所 以 
o(S2) SINGEN (FE UF: Ms (NF) UCIN(F, UF: 

HF 

o(S*)ECo(S)CPFiUF;, 
Bl | 

a(S* tF CJNFU(a,b), 
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Za, bÆF UF: W 35 8. m Ra(skb)C€o(S2),Mla(skb) T 
WEFAN, KeaGRb) CJNF. üz o(S 7 )€m7NF. 
1H 58 - Pr ERA , 
Y -Y,(F1) - Y. (F5), 

1 | 
XT(F,UP;) - Xr(F1) - Xr(F0). 
证 毕 x 

由 归纳 法 不 难 证 明 ， 

推论 ” 若 开 满足 命题 T.1 pR, XRF; (J = 1, n) a 
JzBW-T«,gmExIs:,2zm,PF; YT A 1 235 sÁ J 


Xr( YJ Fi)= PXr(F,). 


定理 7.1 设 T 满 足 命题 7.1 的 条 件 , 则 人 TT 是 可 分 解 算 子 ， 
ME BB HGJ E (T) 的 开 复 盖 ， 对 每 个 1Eo(14) 门 
CiS7 Ci 在 J 上 取 -- 个 包含 4 FJT-T 55 (a i155 ia) o FE BI T 0 
(2; i b, JC G; (151, ,n). I ACo(T) NAG; G NY 了 
(ai 1b ii) = (ajab) .这 样 ,我 们 得 到 7 的 一 族 开 子 弧 
{(aiasbia)}is1, A€o(T); 
Panel). Xo(T) RTI, i Borel8 t s a EE, PS (f 
ilab), j-]1,,n,;,:5]1,,n) 
iR AR IT. 
F;;-(;,b;;)&G, (j—7]1,75,2;,51-7]1,*5,8). 
ABE & > WE KREPIL, AA ELE RES AP SEIS 2 9G TBI 
VU VY E EOS T. | zu. 


Y; -X (UF. j) = Ene. ;) (1 —1,-,7). 


o(TIY .) &e(TIX (U F:;)) 


=F, =G, (1 =<], n) 


又 下 命题 17.1 之 推论 
Dr. 2» Yu (F,;) 


=Xr( u Ur) 


= X 


命题 7.2 JE qu C*-Jerdan iix, f EXEAT uu 
aC, Ti ÉE- abr " BEREA Jordani L,,L2 和 一 对 具有 间 
TEEME M a, fa: 
a) LMJ= LN 
= ay, Let F L3 的 正 向 ; 
b) Wg TbCJ. bx a, 
存在 一 对 光滑 的 Jordan iHi 
Jabs Jap L U L5 Ja, 
(LZUL,CI?71),J E BJ 9f 
段 (a,8) ((b,a)) ET Tas 
UT) Po, fa (f2) " 
(JTA RA A A " 
HJ Sd UK (144); "v 


) ifa C (zT)! lf2 (2 (3— T) 7! | < M, W -F z€ 
(L. TONS 此 处 及 是 与 z 无 关 的 常数 . 则 对 7 之 每 个 闭 子 
JP (K OP W: B) A 
(i) — X: (P) Æ Bi; 


Gi) X;(F)s=8 (0), "4° 1o (T) 8e AEP RA BJ UI 
JJF RTT ui. 
证 明 Sla, b) E J'NF ZIERT, Tir, Du 
Jas = Jia. ly l a EXN r (F) —Cauchyzl,limx, -x, JH 
Za (z) kas R(z,T)x, 2€ o( T) WE! (XJ AZIKOEUTJ SK. HUH 
z e A 
lim (z— a) (z—b)} falz) falz) ža (2) 


X€7,, 


=lim(z—a) (z—b) falz) falz) Ža ia) 
g El ab 
=Ü, 
HETE — M K.X FE £f (F JF OK N. N , Sais er), 使 
BN. Ga N BSb), 
Iz. 26/2, z€ NoUN, (n=1,2,.). 
其 中 x 
Ya (z) = (z—a)(z—b)f.(z)fi(z)#, (2). 
rH Fx >x, PFU 
| limg: (z) = (z—a) (z—b)fo ) fo" (2) R (z, T)x 
ATE] NCN: U NAZR. TEREN ,使 得 
[Yn (z) — Yn lz) Ke, zE Jas (J) ,m,n2> ni, 
JA {Ya (z))1 SX. ph B k BR, 存在 Jab (Ja) A ARRIA ITA 
Ha y(z) ,得 使 | | 
y(z) =lim(z—a)(z—b)f.(z)f2 (2) 8. (2), 
mH B 


y (z) 
=I) G-a G-bf. (nf. TE ta 


iX 368], x C Xr NCa,03), X (a,b) 7E J NF pE & JF nk; 
AxCXT(QF). AMX: (F) ZHK. 
4 F° NolT)=*ġ, KIRF = La, b), E X 


A= | fofi (e T) 


ALERAC S8 (X). fa) fD TIZ, AFE uF’ NoT), (E 
fau) 9co,f 2 (u) eo. ta fim gl S pe p LX EE fife 0, f E 
j E hit, (E 03 


(ul —T)x-w, lwi«s. 
Hi 

(z— T)x-(z—pnu)^!x—(z—u)'(z—T)-!w, 
ie fM 


4x=| fo (2)f* (zx) (z—T)^xdz 


a b 


| ROPOJ., 


z—4ü 
-| (za) f.) ff) G- T) wdz 


-2nif.(u)fi (ux 


-| | G7 HfGfs( (=T) dz w, 
a b 
Hp 
| 0-27 £09 G-T)^4z 
^ab 
六 与 6 无 天 的 有 界线 性 算 子 ,于 是 
JAx|=2x|f.(a)fi(u)|— c-e, cekk. 
避风 ce 充分 小 时 ,Ax 记 0. 往 证 4x C Xe (P) .注意 
fL. (z)f! (z) _ 
Ab AS Cy T)-1xd 
J. I> (z—T)^!xdz 
AP Z INR EX use gre, ALEL 
a-T)| p K fi o (z—T)-1xdz 
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-| fetz) fitz? re) (4—T) (z— T) !xdz 


ab 


i 
— 


(0 fa (z)ft(z)(2—T) 'xdz 


a 


«| FP a 


T 
- Ax. 

WrVi.or(Ax)J..UZ. Z NU. fX orCAx) C lo(T) CJ. +T 
是 or(4x) SF, I@H Ax € Xr (F) . 3x Qi BIX (F) = 101. 

定理 7.2 设 T 满 足 命题 17.2 之 条 件 , 则 IT 是 强 可 分 解 算 子 、 

证 明 ”对 工 之 每 个 谱 极 大 空间 Y,o(TIY)Co(1) S. DEE. 
看 出 ,Ty€ 有 (了 ) 亦 满足 命题 7.2 诸 条 件 , 只 须 让 了 明 ,满足 这 E 
条 件 的 算 子 是 可 分 解 算 子 PH 可 .由 定理 T.1 及 命题 7.2 只 须 证 
明 , 对 ] 之 任何 闭 子 弧 F,o(T*T r) SNE. S 

 Y=X,(F), $ =X/Xr (PF), T^^, 


o(Ty)Uoc(h)S o (T). 

upHtg(T)e7,X 

|(2— 7) iSe- T) !l5z&7.. 
H Ej AI, TE 命题 7.2 的 条 件 . 令 N = K p (F),= E AXIA 
HHR MRI, Ma (N) € LatT', H. 

Ycna!(N). 

于 是 了 是 了 rr (N) BRRR s [B], M uf. 

a(T|x ! (N)) -c(T)Uc(TIXg(P)) SF, 
所 以 x 
z (N)&€Xi;(P) Y, Xi(F)- N- (0). 


c(fT)nF'-4. 


p yt 
g(T*r P) zg( f) S JN F. 


ui". 


注 ic 


可 分 解 算 子 概念 定义 1.2 是 C.Foias :于 1963 年 引入 的 。 
定义 1.1 的 n- 可 分 解 算 子 概 念 是 S.Plafker'!' 于 1970 年 引入 
的 .重要 的 命题 1.2 是 C ,Foias 3 给 出 的 ;后 经 C.Albrecht'!! 改 
进 为 目前 这 种 形式 ,而 其 证 明 则 是 我 们 用 初等 方式 建立 的 ,定理 
1I. 1A B C,Foias "i 证明 方法 ,此 定理 的 证 SJ, I. Erdelyi 与 
RR.Lange” 灸 就 墙 可 分 解 算 子 了 予以 证 明 ; 但 可 和 异 是 错误 的 .后 
A, C.Albrecht' 给 出 新 的 正确 证 明 . 定 理 1.2 是 属于 C. 
Foias 的 ,命题 1,3 是 可 分 解 算 子 的 谱 极 大 空间 的 表现 定理 ; 
及 由 C.Foias' Z5 hih. Z 1.3 X di C. Apostol ;建立 , 它 对 
BXTuscLt*£. 

定义 2.1 是 我 们 引入 的 。 目 的 在 于 指出 分 割 性 在 可 分 解 算 
子 理论 中 的 重要 性 . 它 刻 划 了 (4C) 算 子 与 可 分 解 算 子 的 差异 性 
ATAD). 32.2 8930 + P 38 IUE 65 8. X 由 F-H. 
Vasilescu ! ?& 4&3 ,'C X uEB8f 2—T 2-8 j (ann *T o &M 
EF) 与 可 分 解 算 子 等 价 性 定理 2.1 的 关键 ,这 个 定理 是 可 分 
解 算 子 理论 中 一 个 十 分 重要 结果 ,由 M.Radiabalipour''! 及 R 
Lange 分别 独立 证 明 的 ,而 另 一 刻 划 可 分 解 算 子 本 质 的 定 
理 2.2 有 是 由 A.A.Jafarian 与 F-H.Vasilescu'?' 给 出 的 . 谱 可 分 
解 算 子 的 定义 2.3 是 由 [.Erdelyi 与 R.Lange 引入 的 .由 = 
3 2.3 直到 证 明 具 有 谱 可 分 解 性 算 子 与 可 分 解 算 子 的 等 价 性 之 
定理 2.4， 这 部 分 结果 A E. Albrecht, R. Lange E B. 
Nagy '2 3| E s- iE 962, K x HA UENIRE IR h 6. 

[P Ë DX P M T 65 3608] ak 念 的 推广 ， 它 是 由 C. 
Apostol! 'F1968#£ zl A 63. 33.18 T C. Apostol''', 而 4r 
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38 3.1 ,命题 3.2 及 定理 3.2 S T C. Folas ^ . 

x 可 分 解 算 子 运算 性 质 的 定理 4.1 X B T Í. Colojoara 3C. 
Foias' £. £& T 2-8 X- P tr X C. Apostol 3 引入 的 .定理 4, 2 与 
4 32 4.9 4 /& T C. Apostol 23 ix Zr m LL TE X AC. Apostol 
于 1968 年 所 作 。 

可 分 解 算 子 的 对 偶 理 论 是 可 分 解 算 子 理论 中 的 重要 问题 之 
一 .1971 年 ,9.Frunza 首先 证 明 合 题 5.1 ,定理 5.1 ,后 来 1. 
Eraelyi 5R. Lange"? 3$ 25 d x 15.2489 — ^ E iR ERR , AX 与 
南京 大 学 王 声 望 :1 修正 这 一 错误 ,建立 完整 的 可 分 解 算 子 的 对 
183216. 3€ 5.2, € 28 5.3 及 命题 5.4 及 由 我 们 给 出 的 。 

St.Frunza 猜 柱 这 部 分 ,叙述 T 19134F $jSt.Frunzá i M 
与 强 可 分 解 算 子 的 关系 ,这 是 我 们 建立 的 “4 。 

关于 可 分 解 算 子 的 充分 性 判 据 的 命题 T.1 是 M.Radjaba 
lipour! 建立 的 ,当然 定理 T. 1o 7 M. Radjabalipour ?!, 而 一 
命题 1.2 5X 3€ 1.2 WIS TA..ÀA.llalariant221, 
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1. Dool 人 代数 

^ S hi yfi, 答对 任意 x,yES， 存 全 最 小 上 多 xVy 
过 最 大 下 加 xA, Je S j # (lattice) . fit 5 A Booli 
it. 71 

(i) S 有 万 0 及 1， 使 XxX 和] ，Xx 之 0 ， 对 一 切 xCS; 

Gi) SZ Rm, HN 

xN UV z) = (<'Ag)V xAz), Vx,y,2€53 
Gii) 对 任意 x€ S, bo x'cs ;使 
xVx! =], xx! = 0. 
TEXTURE. +S 2 Bool 代数 ， 则 可 在 。 中 引入 加 法 与 乘 


x+y= (xAwv)N (x! Ay), x'y7 zAg. 
生 S 成 为 有 单位 元 1 的 Bool 环 ; 友之 ， 若 9 是 有 单位 元 1 的 
Bool £S, Pn S mol AJF: 

X<, ZF x= x`. 
HER, SÇ x! = 1+x, 

xVy=xtytx y, xNyY =x y, x, yES. 
TS 成 为 Bool 代数 。 

重要 的 一 类 Bool 代数 是 给 定 的 平面 点 集 S 的 一切 子 集 类 

L AURII Bool 代数 ， Rr Fr foi 6 BIA OS Au. 对 于 E, 
ICE, 


EVE=EUF, EAF- Eñ F, 
Zx fk t3fE S 做 为 0 与 1。 JEBool RA Ea 107) (S, 2X), 
Bool 代数 (S, 2) 称 为 o-Bool 代数 ， (ES EIE Z + 
UE, E, # UE.cx. 


í = 1 

2. AKRA S(S, D) 

S SRCH, DE STER, x, KIY oC 的 
ISTERI 3E 


u Xo, a C €, g,CX f. 


PERAE € LfRTEUIBI.GUT fce.Z ， 我 们 定义 
IflÜs=supl|f(s)| * ec. 

令 B(S, x) SUR CT 范 数 外: |<. 下 的 完备 化 空间 。 
Danach 空间 ， 因 此 38(5 ,之 ) 是 函数 代数 ， 

EHE f PR2J 之 可 测 的 , 若 对 任何 了 值 咸 中 的 Borel FÈ o 

Ë f l(o)C€2>. 特别 ， 大 之 是 由 的 一 切 Borel TS 二 构成 

E, MS nj WP f X $57jBorel TAAA. 

命题 1.1 B(S,2)#- UJ # E wp mes ces bs F 
构成 的 Banach 250]. 

证 明 令 fCB(S,2).A«uEBI f # 2 nj Bj. dixo X f fü 
域 中 Borel TE, fEWwf^'!(o0)€C £X. EX 

f^ Que2 -Uf" (oD), f (o) = Df G2. 

A EH `É rl] Borel 集结 构 ， 不 妨 设 o 是 开 集 。 


-1f6) OG) ise) (uz). 


其 中 O(f(s), 


r ) RIRVL f ($) Hds š 为 半径 的 开 球 。 
于 是 


-i(o)= Ú U A fit (Ta), 


rl moj kem 
Hip f, KKE GH s 王政 敛 于 了 hR. ¿E fi! 
Ao) ECI, it f^! (0)€E Y, WU f REGERE. FOU 
lf a| << o (k-21,2,7), 
GAARAN, 145 nN WJ. f-fel, i 
ifesi -fy + fs. Sl My, 
M. 73 3. BE f EAR. 
KIK, S f EARST, f ADER. TR 
- 般 性 可 设 f 宇 0 ， 又 今 


Onylk ={ 


cs f(s) n). 
H f EZ EJ, Wo, EX, mH 


<-f(s) < k: " (k-0,1,2,*,22'-1). 


n 2 . 
S-lJo.. (n-21,2,*). 


k = D 


- $3k( TE X... n gm ER, 
fa G) = sa SEOn, (k= 0 1,° 2"), 


RE f. (s)<f,, (s), I Zi WE f, de |M. 2 F DU 
ATF. 2 JA S LG M, KIE, FERRAN, (024 n2 
N HJ. | 

|f.()- FG). SES. 

上 一 请- = supi f(s)—f.(s)]|—0 (n-=ce), 
OA, fcB(S, 2). "J X - f fri SKCBCINE 2 n1 ZG EL BER. 
3. WEE 
^ X4 € fE S 的 子 集 构成 的 Bool 代数 ， 多 表示 X 


上 有 界 射 影 算 子 构成 的 Bool 代数 。 

定义 1.1 XB GS EG) :> 多 为 这 美 测度 ， 在 ; 

(i) E(S)-I, E($) -0, 

(ii) EE(:) 是 有 限 可 加 的 。 

我 们 称 Z ZWEI, P 类 谱 测 度 ， 小 它 还 满足 条 位 ; 

(ii) XF X* 中 完整 集 厂 ， 当 xcX, x" € Wr, s (i. 
E R x*E(.)x 是 可 数 可 加 的 。 

TRAJ,. I = X* 时 , 称 E(.) 为 上 > 类 谱 测 度 ; 又 还 有 之 = 丽 : 
了 时 ， 则 称 它 为 谱 测 度 (9pectral measure). 

定义 1.2 (了 ,门类 谱 测 度 EC) 8 Te2 (X) (X. 
I) X €: 5f (resolution of the identity), X 

(iv) E(o)TsTE(o), oC X, 

(v) c(T|E(o) XCo), oCX. 

特别 ， 又 有 了 = X* RF, WOÉEG ERAS. OX SED H 
> =A, TRUM. 

4. ”本 性 有 界 的 区 可 测 数 函 空间 EB(S ,>) 

集 5 上 归 数 捕 称 为 本 性 有 界 的 ， 若 对 驴 类 谱 测 度 EO) 


有 
E-ess sup|f(s)|= inf sup|[f(,)|<-+ oc. 
ses El =I scó | 
HTE) ARTIM, WEE EE, (d$ E(ó,) =I, 


E-ess supl f (s) | =sup| f (s) |. 
这 和 样 束 存在 0o 上 有 界 函 数 fo [ETE fols) =f(s),sCó IR v, 
EN fo 5 f 是 E- 几 平 处 处 相等 的 ,因此 ff 是 E~- 几乎 外 处 有 内 
HJ. 此 外 了 又 是 之 可 测 的 。 我 们 用 EB(S, E) ER S LE- 本. 
性 有 界 的 马 可 测 函数 全 休 ， 在 范 数 

flle =E-ess sup|f(s)]< + ce 
下 构成 的 Banach ZE. "4 2 vs B Ze ERU ta. 


5. B(S,Z2Z)! mW EXT X 3 OMPEEE(:)2Z 3 y 

PIRR S 子 集 类 做 成 的 o- Bool R, EC) 是 之 类 BE 
WR. 

wA 1.2 设 之 是 o-Bool 代数 ， 则 之 类 而 上 度 是 之 类 谱 而 
度 当 三 仪 当 EE(.') 是 有 界 的 。 o 

证 明 < E(.) ESAW. FEC ARA, MA 
ff xCX, x*cX*, EREA BEP x*tE(:)x 是 无 界 的 ， 我 
RIT JS Re x*EËE(:)x# A 88, RECAE M REIO a)n < 
Z, (S 

lim Rex*E(o.)x- 二 oo。 


了 于 之 是 ao-Bool 代数 ， 所 以 集合 U I C X 对 此 


|Rez* EÍ Ú o. )z|< +o, 


n= 


X EC) XqESUBE, PUER 


Re »E(U o, )x = ) Re x*'E(o.)x 
t = t f = 1 
xor. IH E 


Y^ Re x* E (o, x= lim ET Re x* E(o;)x 


€ 一 上 °; 1 


=limRe ECU o s 


i =i 


- lim Re x*E(o.)x, 


Re x*E(U ojx =lim Re x*E (o, )z = + co, 


TJ]. HREAEC)RCBERB. 
一 一 93  —.. 


c. SEC E 8 Pe 2 RME, 
lE (o| <K, oC 2. | 
(o. € Z E. B A IEI, M-——UXCX. x*CXA', 


[xis] -| YE (oa 


< Y^ {Re x*E(o,)x|* |Imx* E (o.) x) 


= |E} Rex*E(o,)x — 31 sRe x* E(o.)x| 
+| 25 Ima*E(o,)x— 25: Imx* E(o.) x | 

= |Rex*E(Uio,)x—Rex* E(U z0.)x| 
+ |Imx* E(U jo.)x —Imx* E(U 10.) xl 


«AK |x 


Ea. 
AI. 


二 


x E(U o. )æ|<4K lx, xEX, x*EX*. 


因此 五 (.)xX 是 弱 可 数 可 加 的 ， 据 Orliz-Pettis 定 理 可 知 ， E(-) 
是 强 可 数 可 加 的 ， 所 以 () 是 了 类 谱 测 度 。 
现在 来 定义 如 (9 ,之 ) 与 EB(S,Z) ipii T 2k 谱 W 
度 的 积分 。 令 号 (是 之 关 谱 测度 ， 了 是 有 界 的 阶层 函数 ， 
f(s) = laxa (s), :ES (E=1,=-,n). 
我 们 规定 f RT E(D 2 
| I)E (ds) = X502. 
完 验 证 定义 的 合理 性 。 仿 
f= aix g= 2 Bixo,) 


Ó;o,CZX(f-l,,m; k -1,:,n), 


TELF = g. B: W 
| 0 = f= Ta Llah Hasen, 
TIR DOE) iia, - dc, TAS 
«Y" a; E (à = pF (lo) | 
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- > Yla; -p)E (ð; 101) = 0. 


RBIE FG) E(ds) = figs) E(ds). — 
OXUHEXXCX, EXPIRES 
l* f f G)E GS] 


qe [esee | 


= | Yaotko, ) x| 


j=l 


< maxa; l DEG, )xl 


=i 


SIDE! > [Ines Ex «s Hme*E (6, ix] 


x - Ifl CX Rex* E (5, )x— SuRex*E (ó, )x| 
+ | S" Imx*E (8; )x— 5S Imx*E (ô; TIR 
= |ifll-{|Rex*E (U žô;)x—Rex*E (Urð; ) x| 
+ IEmx* E (U 16; )x — Imx*E (U 1; )x]) 
«AKI fx ; 
其 中 fcB(s, 之 ) 是 简单 函数 。 
对 任意 fEB(S， 2), 存在 B(S， 3) 中 简单 函数 列 让， Ec ilie 
收敛 到 f - 下 面 我 们 证 明 Í. f. (s) E (ds) 收 伍 于 一 个 仅 与 f 有 
关 不 依赖 于 ifaya- BARAH 
前 面 已 证 明 对 简单 函数 f cB(5,2), 


Hf) E(ds)l4Kifl.. 
VA i | | 
IÍ. f.(syE(ds)—Í. fal) Ed) —- 
= ||| Cf.(s)—f.(s)3E(ds)]|<4Kl|f,—f.l.. 
EET  f.f.(s) E(ds) Æ B(X) iüJCauchy A, KRAF 
B(X) Wi 一 个 元 。 又 另 一 序列 {g,}?-， zedk l-l Euer f. 
"A | 
doen (s) E(d s) — V. f. (s) E(ds)l 
«AK |f. — e nl. 
SAK {lfa ~ flle t If Enles — 
所 以 在 & Qo mf. f. (s) E(ds) s]. gn (S) E (ds) PIERII. 
我 们 可 定义 
FfG)E(ds) = lim ff. (s) E(ds).. 
Eg B(S,Z) ipi f ISI AUPEGXHEEMBEEQ) 之 税 


x b 


Hi L3 (2j 9] EGLEB(S, E) mitos 关于 E(.) 之 积分 。 
由 定义 不 难看 出 ， 对 任意 oC, 
Í[.f(syE(ds)=Í.f(s)x.(s)E(ds)=Ísf(s)E(ds No). 
EE(0)-I, WX feB(S;X)# . 
faf (s)E(ds) 2 [sf (s) E(ds). 
这 样 对 gCEB(S,X), "DEB fCB(S,X), G8 fog EL 
平 处 处 成 立 ， 因 此 可 定义 
Í.g(s)E(ds)=Í,.f(s)E(ds). 
AO ART f MAR. 
EME, 建立 了 
B(3S,3)3f -> Jf()E(d)EB(X) | 
之 由 函数 代数 B(S, X) ECT ICE 2 (X) 内 的 连续 同 态 写 像 。 
容易 看 出 
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|. (t) Ff (s) E(ds(id t) - fl. f(s)g(s)E(ds); 
Ff (GS) E(h^! (ds)) s f, f(h(s)) E(ds), 
Ru h & S Me, HIER SEE, h (0c. 


8$2 ”射影 算 子 的 Bool 代数 


X 2.1 TCSG(X)ER JE E M(B.) E T AER (A) , 
MAC Z 5o, V xCXi(o), yCXi(o') , MEERS a 有 
KHR K, , ES x 

[x] Kx + yll. 
定义 2.2 设 工 有 性 质 (4d) ， 令 集 类 
Ni-(oloZ €, X= Xi(o) +X,(o:°)). 

ERA, f: 3 EZ A F NDJ, mH ó, CEF.. 

命题 2.1 设 TEgB(X) 有 性 质 (4) 与 (Bo), o€X,, Mp 
存 化 有 界 射 影 算 子 P,。， 使 得 ， 

(i) 3xEXr(o), P.x=x, X M yCXr(o'), Puy=0; 

(ii) IFAMIE 

(iii) P, VP,: =I, P, AP, 0. 

证 明 因为 acE 人 1， nx 

X= Xi(o) + Xr(o?) . 
fr X IATE D(o) 2 Xr(o) + Xr (o°) F oE X 826 SET. P, 

Px=x, M xCXi(o); P,y-0, ?4gCXi(o^). 
JfH- T P,.-I—-P.. X 

(I—P,)x-x—P,x-0, MxCXr(o), 

(I—P.)y5y—-P.y-y) AyCXr(o*). 

S Ao € X GARE LRP.: = I—P, 是 合理 的 .由 于 D(o) = X 
HR (B.M, Beaf CX, (o), yEX l0) A 
IP. (x y) = xli K ,||lz + yll- 
这 样 P, ROBDOEOCUDE ZORRO. OP. 可 以 扩张 为 - 荐 Lb 
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有 和 界 短 等 算 子 ， 仍 记 此 射影 算 子 为 Po。 cX 
对 任意 的 26X, E x.C€Xi(o0), y, €Xío(6), E: 
2 - lim. +g). | | 
LIN 由 人 性质 (B。)， 
| dx — x. |< K, Ice QU em 
81 CUT AL EEA] {Xaj ni 是 收敛 的 ， 


x=limx,, 


MA Yn = zr 一 Xx， DEWAJI. < 
y=lim yr, 

T4 此 BE ! 

x= Xr(0) , y€Xs(a^), z- x^ g. 

H1 F 


P,z-limP, (x, +y.) =lim x, = x, 
Pac z=lim P, (x, y.) 2 lim gs = w 


fé, P.z€Xr(o), Pec z€Xr(o^). RURE 
P.X= Xr (o), P,:X= Xr(o °), cC, 
这 就 证 明了 (i) 与 (iii)， | 
注意 ， 对 xzED(o)， 有 | 
^ JP.zlp-lxlsK.lx-3! = Koigi 
时 范 数 连续 性 ， 可 知 对 一 切 z€ X, 
|P.zJJ< K. Iz, cC X,, 
狼 此 
IP,lxK.,.o0€ Xi. | ` 
O BETE, + TAER (4) 5 (B3); 则 对 c€ >, 有 
X= Xr) OXr(o*) kv. 
命题 2.2 kTEA(X)5 tM (A) S(B.,), X AC (X) 
HAT-TA, MAP, = P, A, cC2> i. 
证 明 因 为 OE 1, 故 


X= Xr(o) + Xr(o*). 
4 yCXr(o) + Xr (o°), M2=xt+y, xcXs(o), zCXr(o*^),. 
于 是 Az= Ax+ Ay. X AT-TA, 所 以 由 第 一 童 定理 2.1，,. 
or(Ax) Eor(x) Eo, or(Ay) Sor(y) Eo. 
于 是 AxEXr(o), AyEXrlo). 出 命题 2.1，P,Ax= Ax,. 
P,Ay=0， 所 以 
P,Az= P,Ax+P,Ay= Ax= AP,z. 
X X;(o) +Xr(o°) tX 中 稠密 ， 因 此 ， 
| P,A= AP,, cC>,. 
下 和 面 引 入 之 1 之 于 类 ， 
定义 2.3 izTC(X)# FEB (A), $ 
X,-2íolo€ZX,;, Xr (ar(x)) 
= Xr(os(x) o) * Xr(oz(x) No), xEX}. 
显然 也 ;在 取 余 集运 算 下 是 封闭 的 ， mili. CCX;. 
命题 2.3 z TEB (X) AtEm CA) , t] 之 >* 是 Bool 代 数 。 
证 明 由 于 D: ERRETEN, AERE, + 
Gi, 05€ X5, ijo iU coc X2, iIESJAo1C Za, #f 
Xr (ox O) = Xc(os G) (101) * Xr (or) fioi), xEX. 
因此 ， 若 yEXr(or(x) No), MI | 
0: (y) Cox (x) Nof. 
Xo:i€Xa, Br 
Xr(or (y)) =Xr (0r (y) Noz) + X: (or (u) oi). 
[N EL 
Xr(or(y) (10:) S Xr(or(x) f1oifosx), 
Xr(or(y) Nai) & Xr(cr(x) flor flos). 


Xi(or(y)) &Xr(oz (x) Doi (101) + X: (or (x) ioi Nos). 


Xr (or(z) ño; 


&Xz(ar(x)aiflo:) +Xr(or(x) Nof los). 
为 一 方面 ， 若 y€Xr(or(x) oi lo.) + Xr (or (z) loi 
Noaz) yz uc v, 其 中 
uCX;(ar(x) Noi No2), v€Xr(or(x) No; Nos), 
H P Be EE 2.1 , 
01(y) Gor(u) Uos(v) 
c (or (x) Noi Noaz) U (or(x) flor lo ;) 
Cor (x) Noi, 
dx yC Aror (x) Noi). xxt, 
Xi(or(x) hoi Noz) +Xr(or(x) Noi No) 
cX;(ar(x) noi), 


我 们 有 
=Xr(or(xz)nocznos)+Xr(or)foino3) 
出 此 | 
X1(2..(x)) 
= Xr(or(x) loi) * Xz(os(x) Not) 


—— m 


= Xr (or (x) N01) + Xr(or'z)(loi Noz) + Xr(or (a) (oi Nos). 


mus 


yc Xr(or(x) 101) * Xr(oz(x) Noi (103), 
pil | 
y=u +v, u€Xr(or(x)flo1), v€Xr(or(x) floi(los). 
BT A 


or(y) &os(u) Uor(v) 
C (cr (x) f1o1) U (or(x) lar No2) 
C (ar(x) lo, í) U (ar (x) (102) 


C or(x) N CE Uo;). 
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所 此 
yEXr (0: (x) (1(01U03)). 
X (01 (x)) 
HZ: s s=%⁄XX 2.3, 
01U 02€ Xs. 
命题 2.4 UE TCO(X)8TEW (A) 5 (Be), ec X., T} 
存在 射影 算 子 {Po}oes,， 使 得 
(i) {P。o}。er, 是 射影 算 于 Bool 代数 
Gi) P,T-TP,, oE. 
证 明 HFSS 由 命题 2.1, ff 3 S S TP. 443 
P.X =X, (o), P.:X= Xr (o°), 
mE | 
X=X;(o)@ X; (c°) . 
HR Xr(o), Xr(o*) 是 了 的 超 不 变 子 空 间 ,对 任意 2€X A 
z=x+y, xCX:(o), y€Xr(a*), | 
ini i x 
P,Tzx=P,Tx+P,Ty=P,Tx= Ty= TP,z. 
A JÉ 
P,T-TP,, oC2>.. 
X f) FJ mH 
P.P, =P,P,, 0,0€ Xs. 
下 面 我 们 定义 (P.).: s 中 的 运算 : 
PVP, =P. +P,—Po Pa, P,AP, = P.-P,,c,06€X,. 
此 外 ， 理 解 {P。jes th Pr P .<P,, Fi P.XCP.X. 于 是 
(Pojoen HRE. X 
P, X= Xr(ġ) = (0), PeX = Xr(€) =X, 
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因此 P,-0, P, =I. 
对 于 go€ 之 ,， 类 似 命 题 2.1 可 证 明 
x€Xz (or (x)) = Xr(or(x) Dno) BXr(or(x) No'), 
将 此 x | 

x=y+z, yC Xc(or(x) f! o), z€ Xr(oz(x)lo*) - 
Hr VJ | 
P.x= y€ Xr(or(x) lo), P. x= zC€Xr(or(x) la^). 
这 样 对 o0,0€ 25, 8 | 

P.P ,xCXr(or(x) (1010). 

事实 上 ， 因为 Puax€Xc (or (x) (ó), FE x,CX;, tore NÒ); 
H. P ax=limx,, A 


P, P, x= limP.x,. 
[4] 为 : gc às, 所 以 


x. € Xr (Ov(x.)) -GGD BT (o^) 
P,x,€Xr(or(x.) No) EXr(or(x) ló lo). 


故 有 
P,P, xEXr lor) ófio). : 
又 由 命题 2.3 ， 卫 :是 Bool 代数 ， 故 xf 6EY。。 因 此 
Prs.P。.Pix= 忆 .Pux，xEX。 
METE P, Pr 
P, Pa ‘Puns = Pona. P... P3 = P,P,, 
从 而 
P.P , (P.P, —P ona) =0。 
这 样 
PoPa = Ponss s | 
8 P, NPs - Puns， g,0C E. iif, HT, ES: 
P, NPs =P, +P,—P,Pa=P, +P -Pins 0 
-I-(-PQ-P)sI-BSPe | 
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=I[—P; a I s = I—P,,ua a = Pryse 
于 是 建立 了 对 应 : 
P,VP =P, a a P. 人 P。=Po。 
之 :是 Bool 代数 ， 故 (P. oes, 构成 Bool 代数 ， 
命题 2.5 i T€ (X) JE (AC) CP. , tt IX: (o) T | Xx (g) 
的 超 不 变 子 空 : 间 ， 其 中 CS C ， 
证 明 RA Xr (0) Xn(0). um mm 2, 25 Xr(o) 
AOT 的 谱 极 大 空间 。 
|^ Y-X: (2, Z= X: (o), 4€2 n. 
Im El. 
A(T|X;(o)) = (T|X;(o))A. 
xCZ, f x,CXr(o), iE f x -limx,, x EX OEF. X. 
cr (Ax, )-Orir (Ax, )GConr (x, ) —-Qgr(x, )&g. 
因此 | 
Ax,C Xr(o)  (n-1,2,--), 
所 以 
Ax= lim Ax, € Xr(o), 
Bu v 
AX: (o) S Xr (o) o). . 
定理 2.1 TED (X) AH (4B.C), o€ Zu 则 存在 
射影 算 子 {P。} 。c> ， 使 得 
(i) 之 :是 C@ 的 子 集 类 构成 的 Bool 代数 ; 
Gi) {Ps。}oes, 是 射影 算 子 的 Bool 代数 ; 
(iii) P, =0, P .= I; 


Gv) LP,-Pi, , s. no. = (i =b); 
k =1 k =1 s | 


(v) | P.I SK., gc Xs 
(i) P,T-TP,, oC X: | | 
(vii) o(T|P, X)Co, oC X,. z 
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证 明 仅 需 证 明 (vii) 。 由 命题 2.5 及 第 二 章 定 理 2.2， 
a (T|P,X) - o(T|Xr(o)) €&a(T|Xr(o) Eo. 
定义 2.4 XE TC (X) 有 性 质 (4)， 今 
Zs-7(o|o€Z i AEW Eu. v.CZE:, 
X-V (Xr(u*) - Xr(v,)3, un. &o,v, S0; 

n-1,2,--). 

W. SK Z ERER P. F AHA, Hó,€ c 2.. | 

命题 2.8 z TCZ(X)#& EBR (AB,), cC >s, Wi X. 

Bool 代数 。 
证 明 AUN). S o,0€Xs5, £joUgCXs. 


令 Hs s Ha P n Cas mH ua co, Va E03 uo, v. Co^, 


根据 定义 2.4， 


x= V (X, (u) + Xr (vs)} = V (X. (a) +Xr(va))} 


x 一 lim (f. TS $.C€Xr(pu.), á.cCXiT(v.). 


ER, xp. € V (X;(u.) e Xc(v)), Bra) 
£.-lim(xs)s tx. sJ XsnC Xr(u,), XsnERXT (vn), 
$. lim(g,,. yino Yazn € Xr(us), yi €Xr(v.). 
由 对 角 线 原则 ， 
x=lim(x,,, * xis tgl. ty]. 
因为 
xe € Xr (a. ln), xi, € Xr(ge 1v), 
y € Xr(o. flu), 21, € Xr(v.fv.).. 
4 au. m Xia t Xl n t Mesas Va 2 Nis H T | 
= (u, Qu.) U (n. v. ) U (». lu.) CoU c; 


0. 2122. n» C (oU D" 
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On; On Ca, 
x^ lim(u, tg.), u.cXr (04), v,CXr(o,). 
x, 


X= V {Xr (04) 4 X:(a:)),0.60U0,0.C (o Uo). 


djgX2.4, oUoC€ £s, KIE >, 是 Bool 代数 。 

注意 由 定理 2.1 可见 

Ss= (o|oC€C2;, x=lim(Pa x +P, x); 

| u. 0,7. Co u p € Xs). 

命题 2.7 ix TC (X) CA, W 

(i) o(T)€X,, H. Xr(o(T)) = X, 

(i) W o(T) > fE ô, óCX,, H Xr(8) = (0). 

证 明 因为 or(x)So(T), & o(T)CZ,. X o(T)€ Z 
H Xr(o(T)) X , lk o(T) CXs.2: ÓC o(T) ,jo(T) S< ó: , 
«CÓ, miHó(T), €. BI 

X= Xr(o(T)) + Xr(0) ， 
所 以 à€ Xs. B Xr (o (T)) = (0), Bru 
X:(8) = Xr (ôN o(D) - Xr(8) Xr (o(D) = {0}. 

定义 2.5 iTC€C2(X) fikih (A), ZR CHUTE, WW 
T 有 性 点 (B), AHCS, x€Xr(o), y€Xr(o*), d 
(cog T KAMAK, 119 

leil SK lx + ylle 

TAA T SEEJR (B.), MJ T RAEM (B.), c€ >. 

注意 之 ;-- 般 不 是 o-Bool 代数 ， 我 们 自然 SE 把 它 扩张 为 
.0~Bool 代数 。 

定义 2.6 这 及 (有 性 质 (4 人， 过 表示 由 Bool 代数 
D Pire 5- Bool 代数 d o-i). 

定理 2.2 zZ TCƏ(X) SUE CA) (B.), MTH 3% 
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谱 测 度 。 

证 明 HE 2.6, 2 E oc-Bool 代数 ， 再 由 命题 2. b 
(P, }。es 是 有 界 的 射影 算 子 Bool 代数 。 据 命 题 1.2, 它 是 之 头 
谱 测 度 ， 


833 E S + 


定义 8.1 TCS(X) Ej (2 ,Í”) kL (Spectral 
operator)， 知 工具 有 (之 ,! ) 类 单位 分 解 。 

I, 3623 — 多 时 ， 称 (多 ,1 ) 类 谱 算 子 为 / 类 TT 
(Prespectral operator). X; f = X*, nj | 称 之 为 谱 算 子 。 

定理 3.1 TEGB(X) 具 有 人 性质 (B:) 的 (4C) 算 子 , MJ T 是 
(之 ,XX*) 类 谱 算 子 ，。 

这 可 由 定理 2.1 及 定理 2.2 得 于， 

下 面 我 们 要 证 明定 再 2. ] 2a üg RR ML. ; 

命题 3.1 ATED E ART, Ë (` ) 是 其 单位 
分 解 ， LEES., A & om B(A I-T)x -0, WME 

E(o)x e 0. E((As1)xo7 xo s 

证 明 d Ade 
Xoo, BrULASCo(TIE(o) X). 

R (4,,T | E(o) X) GTI DED) = E (c). 
由 假设 

(A I-T) E(o) xs = E(o) (Ao1-T)xo =0， 


因此 m x 
R (åo, T |E (0) X) (4 I-T|B(o)X)EËE(o;x Ó = D... 
从 而 x x | 
E(o)x o = 0. 
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o, - Am l Y (@m=1,2,.). 
我 们 已 证 明 E(o.)xo20-(n21,2,--), EQ) # T vf xn 
G3, Xp xtcl 
x* E (Ao! )xo = limx* E(o.)x - Q0. 
从 古 之 完整 性 ， 
E({A4o}’)xo = 0. 
HH X= EGA ))X+EG((A) X, B 
xo = E((Ao)) xo + ECC) *)xo = E((Ao)) xo. 
定理 2.2 j T€ 00 是 三 类 准 谱 算 子 ， 则 工 有 性 
CA). 
证 明 设 存 在 开 集 吕 及 其 上 的 解析 函数 ff ， 使 行 ， 
(AI-T)f (4) =0, ACD. . 
若 存在 À CD, E f(A.)=0, AfEJPREHZ USD, 
A CU; f(A)=0, 3 AEU, ifi H. 
(AI-T)f (4) 0, AEU. - 
4S A,CU, A,.-xAc(n-»co), H A ÆA, m2 1,2,--2, 48 Bj uri, 
0 = E ({4} E((4.) f 0.) 
= E((Ao) f). 


E ((4))) f (åa)  E((49)) f o) = f ^9). 
3 f (Ai) £0 TR. 
定理 3.3 RTEZ (X)AI` 类 准 谱 算 子 ， E(- ) 是 其 单位 
分 解 ， 则 

.E(o)X- Xr(o), oC. 

证 明 “c yCE(o) X, WH) = E(o)x, x€X. H+TTE(o) 
-E(o)T, 8S LE (o) X 是 的 不 变 子 空间 , 所 以 - 
Or(y) ^ Origco:x (y) Co(T|E(oc)X)S% o, oC A. 
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HIE , yEXr (0). 友之， “o = U o. „Oan SEOs OnEF 


(n=1,2,…)。 若 yEXr(0) ， 由 第 一 章 定 理 2.1， 
a r(E (a,) y) Cov(y) So. 
办 为 | 
or(E(c,)g) = ora ;ix(E(o.)y) So (T| E(o,)X) o... 
Pr vi 
cr(E(o.)g) Sc o, = ó, 
HI E(c,)y-0. JA EC y BI 可 数 可 加 性 ， 
x*E(o')yg-limx*E(o.) y = 0, x*cl, 
因此 , E(o*)y-0. f 
y-E(o)yt E(o )y- E(o)y, aC. 
Bir ei | 
| yCE(o) X. 
命题 4.2 W TCSOE(X)R Xew ,WIE(o(T)) = I. 
证 明 由 定理 3.2 T AEA, Xo(T)C >, 2, HH. 
pT)=0 (T) ESS. 
由 命题 2.7 ， 
E(o(T))x-0. 
IB A E (22€ Bool 代数 ， | 
c (T) ip(T) =ó, o(T)Úp(T)= € 
所 以 对 任意 xEX， | E 
E(o(T))x=E(a(T))x+ E(p(T))x= E(€)x=x. 
定理 3.4 TC (X) 是 谱 算 子 当 且 仅 当 了 工 是 具有 性质: 
(BaH (AC) HTF. 
uEBH 充分 性 可 由 定理 3.1 得 到 。 ETUA, MEH 
3.2 及 定理 3.3 知 工 是 (4C) 算 子 ， 平 面 上 一 切 Borel 828: 
是 c-Bool Ro ME T ZRNE EO) 是 弱 可 数 可 加 的 ， 由 i 
命题 1.2 A T AHER (Ba). 
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定理 3.5 dRTCG(X) ERAT, EC) 是 其 单位 分 解 、 
XAT-TA, W mE 
AE (o) = E(o) A, o C %. 
iB occ. H EFE3.3 
E(o)X-7Xr(o). 
X AT-TA, iiror(Ax) &or(x), Bri 
AE(a)XcE(o)X, 
从 而 
E(o)AE(o) = AE (o). 


令 o° = U o.,c. EF Ho.C9.... 于 是 


wl 


E(co) AE(co.) - E(co) E(a,.) AE(co,)  E(o 1o.) AE (o). 
由 于 o.&o', Br ofla, =, X4 
E (o0) AE (c.) = 0, 
H7; T SUP. E(:)x 是 可 数 可 加 的 ， 因 此 
E (c) AE(o*) =0. 
由 前 证 等 式 ， 
E(o)A=E(o) A[L[E(o)+E(o’))} 
= E (o) AE (o) 
= ÁE (o). 
这 样 ， 
E(o)A= AE(o), cC Z , 
HH E(:)x è% af J FE, 
AE(o) = E(o)A, oC. 
二 指出 该 定理 的 证 明 中 用 到 三 (yx 的 可 数 可 加 性 ， 这 对 
一 般 厂 类 准 谱 算 子 的 单位 分 解 X*E C)x, x* CU(UC 36 X*) 的 可 
数 可 加 性 是 不 行 的 。 因 此 此 定理 对 于 (f X 类 的 准 谱 算 子 是 
不 成 立 的 ， 关 于 这 一 点 ，Fixman 于 1959 年 就 举 出 反例 了 。 
M 3.5 TCA) ÆRA f IT E REIR EE aJ. 
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T 
-Pp 
4 


证 明 — E(:), F() 是 工 的 两 个 单位 分 解 ， ^ c€ Z. 
由 定理 3.3, x 
E(o)F(o)=F(o), F(s)E(o) = E(o). 
从 定理 3.5 ， 巨 (o)R(o) - F(o) E(o) , 3t 
E(o) =F(o), o& 9. ` 
卫 (.)，F(.) 皆 强 可 数 可 加 ， 因 此 
E(o) -F(o), oC Z, 
命题 3.4 设 TEg%B(X) 是 谱 算 子 ， 则 
E (o) X = Xr (o), gc. 
证 明 由 定理 3.2 及 定理 3.3, T E (ACO) F. ^ x€ 
X, (0), yCXc«(o^), FÆ or(x) o, or(g) Co^. 这 样 ， 
x€Xr (or (x)) SXr(o), yCX:(ar (o) ) EXr (o°); 
由 定理 3.3 ， 
E (or(x)) X = Xr(or(X)), E (or) X= Xrlory)) .- 
因此 | 
E(or(x))x=x, E(or(y))y-» y. 
从 而 f 
E(o)x=E(o)E(cr(xz))x = E(oflor(x)) x ^ x, 
E (c) y - E(o) E(or(y)) y - E(oflor(y)) y = 0. 
Fr V 
Ix] = E (o) xil = LE (o) (x + y) HIE (o) llla * yll. 
4 K,-|E(o)l, E2, RIIA | 
lxilsK,llx* yl» c€ @#. 
这 说 明 TRAH (B), Ha 是 3.3 ， 定 理 2.1 和 命 话题 2 .1 ， 
E(ox- Xr(c), 0EB. | 


%4 谱 算 于 的 等 价 条 件 


定理 4.1 TE (XX) 是 谱 算 子 当 有 昌 仅 当 T 是 (4C) 算 子 。 


(i) Xr(o)=X; Go n8 exiens. d, TA 
(11) sup (ixol + ixa At )M.,, M, ,>0 R H: YZ, 
x. C Xr (8) , xac C Xo(O ) ), óC Z. 
WEBA 必要 做 。 由 定理 3.2 及 定理 3.3 知 ， 工 是 (AC) : 
i figi 3.4 , 
x E(o)X= Xr(o), 
E(oNd)X= Xr(ofló), 
E(o ó )X= X, (Nő), 
m H. 
E(o)=E(c |ó) +E(c Ns), o,0€ B. 
放 (i) 式 成 立 。 又 由 定理 3.4 ， x 
lE(o)|K, cC zm. 
GC. Hi . 
EZ + lxs i =E (xf - EC ) xl x2K]xl, 
GIZ. 
充分 性 。 令 P, 为 按 条 件 (i ) 
X=X,(ó) DXr (ó), SED, 
iH X #J X. (6) EJ a r T. BARETA, PESAH 
SS. d Gi, 
OPsxillees = (lz lll aca, x€ X 
AA s z€ X EA., KIE ERAM, FERA M>, Ob 
IP, |< M, óc Z. x 
Mx € X, (ó) xs € X: (O^) HH Gi) I, XF Fx = xs txa 有 
Pixa =xs Psx: = 0,ó€ 2, 


eu 
m 


ly. lj = llPaxall = P, (x; 十 Ya Vlora t xot 
« Mix, + Xs I|, E B m | 
这 说明 工具 有 人 性质 CABS C), HogTR3.4, T Ri XT. 
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定理 4.2 Teg#(X) WS T R 1⁄2 3 T 有 性 质 (4)、 
而 且 I 

(i) P(P)X=Xr(F), FEF; 

Gi) 2EF,CSF,. , FEF (n=1,2,"), jillimP(F.) 
存在 ， v 

(ii) EF.CF.., FEF (n-21,2,")HF.1! €. MA 
lim P(F,)x = x, x€ X, | 

证 明 “必要 性 可 由 谱 算 子 定义 及 定理 3.3 得 到 ， 往 证 充分 
性 .由 假设 知人 有 性 质 (4) ， 又 由 (i) 知 ， 工 是 (4C) 既 了 于。 

4 F,C€ Z, F, F° (n2 1,2,.-). H (i), 

P(FUF,)X=X+-(FUF.,), P(F)X= Xr(F), 

P(F,)X= Xr (F,) (n=1,2, =°). 

zg FAF. =o (n21,2,—-), FP MEH 2.3 , 

Xr (FUF,)=Xr(F)ÐXr(Fa) (n=1,2,."). 
Xi(F), Xr(F,)E Lat T , WA 

P(F)P(F,) =P(F,)P (F), 

故 

P(FUF,) - P(F) +P(F.) P(F)P(F,) =0， 
XTE, 

P(F)VP(F.) - P(FUF.), P(F) AP(F.) -0. 
由 于 UF, €, iii, 

lim P(FUF,) = 1, 


或 者 
V GG) 8X C.) = X. 
于 是 ] | s 
x- V (Xr (0X (F) } X: (0) «X (P) EX. 
因此 
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X= Xr(F)+Xr((F), FEF. 
Am Fco; ma 
P(FUF,)-P(F)«-P(F,) (n-21,2,--). 
Ie fp Gi) RI Gii), 
x-lim P(FUF)x - P(F)x *lim P(F,)x, x C€ X. 


limP(F,)x=(I—P(F)3x, x€ X. 
我 们 可 定义 
P(F') =1limP(F,). 
它 的 定义 是 合理 的 。 不 人 礁 验 证 已 (有 ) 是 由 XX 到 Xz (EB °) 上 上 的 射影 
TF. "mH 
P(F)P(F') =< P(F)P(F). 
由 此 可 网， 
P(F)NVP(F' )=I, P(F) AP(F')-d. 
对 于 EF 及 开 集 G， 我 们 自然 可 定义 
P(FhG) -lim P(FNF,), F,C€ Z,F, 1G. 
我 们 证 明 
X, (F (G) = V Xr(FC F,), 


P(FNG)X= Xr(F NG). 


Xr(FAF.)SXr(FNG). 


im e I ee a 


HyE, V Xr:(FNF,)EXr(FNG). 


A3 —Jjiü, #xEXr(FAG), Wi 
x=limx,, x C XI (F G) (n=1,2;%), 
因此 or (x;) SENG. HER or (x) 是 紧 集 ， 存 在 自然 数 na> 
3 OH F, G, f 
Or(x,) SENF,» 
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Xm c X; (F NE, ), 


£A JL 
X» € V X: (FA P,.) S Vx (FNF,). 
于 是 O 
xE VX (F nF.) 
所 以 i 


Xr(FNG)= V X: (Ff Fi). 


n=l 


同 柱 可 定义 P(FOG) = lim P(FNP,)。 不 难 验 证 P(EF NG) 是 
MX $[ Xr (FNG) 上 的 身影 ATF, 因此 对 任意 YE 人 ,有 ar(x) € 
FZ, JH 
P (ar(x)) X = Xi(or(x)), 
P(or (x) (1 F)X = Xr (or (x) (YF), 
Plor(x) NF°)X= Xr(or(x) F^), 
T El 
P (ar (x) =P (or (x) NF) * P(or (X) QF"). 
因此 
Xr (or (x)) Tor NF) +X: (çG) DP, Fe Z. 
"rey FcX,. 
FFE: Hüu-PF,v.eF.,, F. AF, F,F, € Z 
(n-1,2,-). ifr Gi) É BU 2 HS uE BH, 
P(F°)=]im P(v,), P(F)VP(P*) =I. 
因此 _ 
x- lim (P(u,)xt P(v.)x2, 


X= Kru) + Xc(v,), nu, GF, v. SP’. 
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从 而 

FeX,, Fc >C 2, 
注意 了 是 o-Boolf&Z2t, BRELPEGEE =g. HAEPR2.1. 条件 
(i) 5 ii 4l P(o),c € Zi, ET 的 谱 测 度 且 是 工 的 单位 分 
8e. MAT PEAR L, | 


$5 典型 分 解 


EX RARA RZA, TR X Lb £& RE SE TD; o(T)- 
{4;}?.1 ;hi 是 了 的 相 导 的 vi 重 特 征 值 (几何 重 数 ); E (A) 表示 相 
应 于 4A; 之 根子 空间 上 的 这 交 颖 影 算 子 ， 

E (4:)X = {x|(T-A.T) "rx=0}, 
T = Y TE(A,) = 3 AEQ) + * (T-A,D E(2¿,). 
AN k -1 t =1 | k 一 1 
4 = > A, E(A,), N= » (T-4, ID) E (4,), 
k —1 k = 1 
WS 是 对 角 和 矩阵 表示 的 算 子 ，N ERRAT, SN=NS, K 
T=S+N。 上 此 即 T 的 Jordan HDM. 
定义 5.1 SEB) HH T (scalar type), xi 5 2 
BAT. H 
s-[ AE(dÀ). 
e.) 
ERanE(-)4 5 的 单位 分 解 。 

命题 5.1 设 S,NEgB(X)，SN=NS, X N WHE 
$T, H|o(S-N)z-o(S). 

证 明 HDUPNIEGSUEUXEIT, 

INI =o(e ), e>0, 
这 样 对 于 4Ep(S)， 级 数 3 N*R(4,S)' 在 一 臻 算 子 拓扑 下 收 
k = Ü 
S, WH 
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(Xv 20,97] . {I— NR(A,s)) 
-u- NRG,S$) - (EN 'R(A,S):] 


= ŽO N'R(A,S)' - 3; N' R(A, S)' 


= Í. 
因此 
YN! RS)! = (1— NR(À,9)) 71, 
从 而 x 
(AI-S—N)^!-R(A,S)(1— NR(A4,S))"', 


AC€ p(S -* N), o(S+ N) &€o(S). 
相反 包含 关系 可 类 似 地 证 明 ， 
定理 5.1 TE 儿 (X) 是 谱 算 子 当 且 仅 当 =S+N,SN = 
NS, Ei S 是 标 算 子 ， 人 是 拟 寡 零 算 子 。 此 外 该 分 解 是 唯一 
8), T 55 S 有 相同 的 单位 分 解 。 
证 明 充分 性 设 T=S$S+N，SN = NS,S 的 单位 分 解 
jj E(-), Hie SR 3.5, 
NE(co)-E(o)N, oC, | 
iit, TE(o) = E(o) T, c€ Z. Jti ur EC) 是 了 的 单 
位 分 解 ， 只 须 证 明 x 
| o(T|E(oc)X) So, a€ 2. 
Han 5.1 , | 
c(T| E(a)X) 2 a(S|E(o0)X), c€ 2, 
E() 是 标 算 子 S 的 单位 分 解 ， 故 
o(SIE(o})X)Co, oC 2, 
T 是 以 EE(:) 为 单位 分 解 的 谱 算 子 ， 而 且 S 与 工 有 相同 的 单位 
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^j Wt, 由 án n 3. P S 的 单位 施 3 f > 是 唯一 的 ; Š 被 唯一 确定 ,从 
HN = 工 一 3 被 叭 一 确定 , 即 分 解 是 唯一 的 ， 且 oa) =ato)。 
必 亚 作 。 设 工 是 谱 算 于， 定义 


sj ABA), N- T8, 


其 中 E ) 是 工 的 单位 ) 解 .由 定义 5.1，S 是 以 上 (:) 为 单位 分 
解 的 标 算 子 。 由 于 工 与 五 (小 可 交换 ， 改 地 5 S 可 交换 ，5 与 
六 亦 可 交换 。 往 证 六 是 拟 笑 零工 子 。 

4 e€»0, C, = (AA e), 2ro(T) 为 半径 r< 的 不 相交 
的 Borel £F f£(o,]1-5. $ 
N, = NIE(o;)X, Ri;=R(,N,.), AE [] o (N...) 


; = 1 


ES R- Y R E(o ). 我们 有 


; = 1 


(AI- N)R - ZUI- N. ) R;E(oi) = 22E(o;) =I, 


1 =1 


R(AI— N) = Y 'R(AI—N)E(o,) 


í -1 


一 Yo RGI- N. )E(o.) 


) 1 


| - Y R,(AI-N s EC) 
= Y E(o;) 
= I. 

XÉ, A€o(N), Art 


c(N)SUo(N,. ). 


DX 
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N ,, = (T-A D |E (0:)X + (A: T-S) |E (o i)X, 
A; €o(T|E(0;)X). 
因为 c(T|E(o;)X)&a;, RWA 
c ((T-A;I) | E(o;) Y) G0; 4; ZzC. S C,. 
因为 


HI—SIE(o)X=| (4;-A)E(d4)|E(0;)X, 


B V E 
l4,I-S|E (c) XI|<K max |4-4;|<7K. 


但 是 x | 
lo ((A ;I-S)|E(c;)X)]<llA;I-S|E(c;)X|I < rK, 
取 ? 充分 小 ， 使 得 
o ((A;I-S)] E(o )X)SC,, e>0, 
这 样 ， 
o(N;) So((T-h., D |E(o, )X) Ue ((4.I-S) | E(o;) X) 
CC.. 
&i ji 
G(N)«C,, e»0. 
H e 之 0 之 任意 性 ，o(N) = (00, Pr NE SUR ER T. 
我 们 称 了 =S+N 之 分 解 为 了 之 典型 分 解 (Canonical 
decomposition), Š 称 为 工 之 标 部 (Scalar part), NEAT 


之 根部 (radical part). ENË m B 32: EY, MET E. m 


6 谱 算 子 的 函数 演算 


命题 6.1 i TCc(X) RET, E (- “时 “的 单位 分 
E, NN 是 1 的 根部 ， i) 
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R(£,T) = xí E(44) — tep(T), 


-— eur) (E-A) "+t? 
右 端 级 数 在 算 子 一 至 拓扑 下 收 鳅 ， 而 且 关 于 peT) 之 任 意 团 子 
集 上 一 致 的 。 
证 明 < PCo(T)J—BHb T8, ECF, Až (6-4) "E 
o(T) 上 有 界 ， 因 此 积分 , 
J Eldi) 
oT; (E-A) " *! 
有 意义 ， 而 且 


| |. EX 


| «ke , k= | _ AE (42) l, 
' eii) 
r= sup lé-4|'. 
A Coll; 
£ € F 


因为 |N * | "—0, 2 S OMN: irt 收敛 ， 于 是 级 数 


c 


: E (dÀ) 
» N J. r;(é-À) "*1 


在 一 臻 算 子 拓扑 下 收敛 ， 且 关于 &EF RU. 于 是 对 T 之 
标 部 $ 有 
¿o| cues H [earan], |. 252. 
=Í .E(dA) 
«T; (£-A)" ? 
从 而 u 


ane, eh] 


X LI j. ED. -af n] 


=. 
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定理 6.1 ux T € Z# (X) AE TIT ETT, E(-) 是 T BEONE 
解 ， 六 是 工 的 根部 ， 则 对 于 函数 EF (c (T), A 


ovas l m 
F(T) =EN | (A) E(dà). 


d 9m XE EUR 81h P Sx. 

证 明 邻 C 表 示 位 于 oT) KEHE ol(T) RH Jordan 
Hik, HF JE 多 (ac(T))， 由 Riesz-Dunford bü Zt CRA % dg 
题 6.1， 


(D = zj), f (£) R(E,T)d£ 
E (dà) 
E YN vj. f (5) MSIE 


xj ,| J. md] (a) 


Uu 


— - N' “人 .. 


.定理 6.2 QTEAM) ZAT, EF (o (T))i 则 
f(T) 是 谱 算 子 ， 而且 
E rlo) = Er(f- (0))， oco, 
其 中 Ea; )i Er( DSWE (T) 与 并 的 单位 分 解 。 
证 明 由 定理 6.1 ， 


ED = 于 f(s) =S) + DAF (S) 
-f(S) + N ,. 


RRN, ype 


E NEM lh BUS HEMA i sion 
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(s= | run =] pEr (dn)). 


E. (f-! (0)) (CEDE (2) ERU I, B-f (2) M 
FG) RESET. 
往 证 入 ;是 拟 短 零 算 子 。 令 
N= DOS) n 
Nier 在 一 致 算 子 拓扑 下 收敛 到 N，。 由 谱 映 像 定理 ，N "是 
所 等 零 算 子 ， 所 以 对 任意 8>0， 存 在 m. ， 使 得 
IN ~ NT e Se. 


FÆ 
o(Ni)So(N i— N" i + N °" 2) 
Co(N it") +o(N Ə— NU) 
c {0} + {A JA IN Ni" |} 
c (AllA| xe). 
At 
a (N 1) = (07. 
N EAK, Xr 
ffl)=S, +N, SIN = N.S... 


kis = | _ nEL GO I) SERT N. 是 拟 每 零 算 子 . 


由 定理 5.1 ,f(T) 是 谱 算 子 , 再 由 命题 3.4 及 第 一 章 定理 3.2, 
E, (f ' (o))X= Xr (f^! (o)) = Xiro) = Err (0)X, 
ERE pr EWART f(T) 的 单位 分 解 。 于 是 
| Ej, (0) = Er(f^! (0)), c€ Z. 
mM 6.2 WI C (X) m Blitar, JEF (c (T)) . 
y, FT) 2 mST. B 
证 明 由 定理 6.2 的 证 明 可 知 f (D) BRL 
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ao EK N’ 
N = 2,f (9): 
n =i 


GI 


由 于 N "+! = 0, E Ni = 1 1 f: "2 


N n: =0. 


$7 Hilbert 空间 上 的 谱 算 子 


定理 7.1 EZAN Hilbert 空间 五 上 有 界线 性 算 子 构成 
的 有 界 的 可 交换 的 含 单位 元 的 乘法 群 ， 则 存在 上 和 目 伴 可 逆 的 有 有 界 
线性 算 子 B ， 使 得 BEB! 为 西 算 子 群 。 x 
| EB 令 多 表示 乘积 空间 H@ H Led tx 
l|, ZH ZARRENA, H WEF, x) >00JbhGQ f ZH 
成 的 。 在 乡 上 给 定 弱 的 乘积 拓扑 ， 由 集 

(flfe Z, |f(x,y) ~ g(x,y) |<e}, e»0, x,y€ H$ 
Repe gR. E Odes uBBÉB. W— UJT CQ, H 
fixy) = (Tx, Ty) HER f ARR er thi E, SA 表示 该 加 
集 在 .和 丈 中 的 六 包 ， 则 .2 是 .6 REGATE., SME E 中 一 
DTI LE, M 


| (Tx, Ty) | < M*|xllyl, FEX. (7.1) 
又 因为 
lz 村 = (T7! Tx, T^ Tx) < M*lTxl’, (7.1) 
Bir I 
Izt < Tæ? - f(x, x), FEX. (7.2) 


由 于 在 UV 中 闭 ， ute B], AO DRRR ERA % FPE Bj 
Tychonoff ZE H, SE ES. XPARRTT CY. EXZ TEH 
e TERR RT r: 

Uf) (x,y) = f (Tx, Ty), x,y € H. 
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4823 Jr, Io, =r p XE ku 22 889, dk Ur) e Se RUBER 
IEP TJ AMR. 2 J üh SZ 3.94€ IN, H Markoev-Kakutani 
不 动 点 定理 ， 存 在 foc AX, B 
Jrfo=fo, TEF. 
由 对 称 的 双 线 性 性 ， 存 在 自任 算 子 4 ， Eu 
fo (x,y) = (Ax,y), 
BE 
(Ax,y) = (ATx, Ty) = (T*ATx,y), TC v, 


A-T*AT, yTCvL 
要 为 fo EH， 我 们 有 (Ax,x) = fo(x,x) 20, DrVAo CA) EFE 
c]. EC) ARRIA E, hj 


B=] M 4 E(dà) 


RATA EP y, MAB =4， 据 (7.2) 式 
uc (Ax,x) = (B*x,x) = lBxil?, 


ZRH BEK, HAE BH ÆRA, #@¿F B-! 是 处 处 有 定 
XHJ. W MAHUEHIELÉ y-0 EHXTBH. SydHTBH, W 
0 = (B*y,g) = (By, By) = By? - 

从 而 By=0。B 是 单 射 的 ， 故 g=0。 于 是 如 是 自 伴 的 、 从 五 到 
H bm £x kE [Fj TgERSj. X T*AT = A, iX B2T = (T*)-!B?, 
JH BTB^-B(T*) B-C(BTB-)*37, Bit BTB Æ 
NAF. 

命题 7.1 k Bi, 82.029, Æ Hilbert 空间 五 上 上 有 
3 H| ZMS ER THY Bool 代数 ， 则 存在 具有 有 界 逆 的 自 伴 
TB, Œ BEB 是 月 伴 射影 算 子 ， 对 每 个 由 B:n, 
Br 产生 的 射影 算 子 的 Bool 代数 中 的 元 总 造成 立 。 | 
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证 明 3f Ec ZZ, (i=1,2,=.,k), $ F(E)-I-2E, W| 
F(E)? -I-A4E +4E? - I. 我 们 有 F(E) F(E.) = 了 一 2 五 :一 
2E; +4E, E FC(OE,UEA(GI—EQO E:)). ix; N — UJ 
ECB; , Z F(E) HAE: (21,2, ++, k) I HilbertZe 
i] Hin 8 FH 8 L WJ h By. TRAE, SE; 中 的 元 可 交换 ， 这 
HH g. EZ: (i=1,2, 0, k) FEKE Æ Hilbert 空间 五 中 
算 子 的 有 界 的 可 交换 群 ， 据 定理 7.1 ， 存 在 一 个 有 有 界 逆 的 算 
FB, ， 使 得 对 一 切 EEB: (1 =1,2,-.,k), BF(E) B! =U E 
EET. GE (E) =I, #4JJ8U2=I, FE U*=U-!1 = 
U, BIURKA, AM + 


BEB-!- — B(I—F(B))B-' - lug-U),Eca, 


d 
2 
(1 =1,2,*…;,k) 是 自 伴 的 ， 

定理 7.2 d Si,e, S, #E Hilbert 空间 五 中 可 交换 的 村 
算 子 ， 风 存在 有 有 办 逆 的 自 伴 算 子 B， 使 得 BS;B-!(i=1,2,， 
eK) 是 正规 算 子 ，。 

证 明 v E, 是 5S; 的 单位 分 解 ， 由 命题 7.1， 存 在 有 有 界 
逆 的 目 伴 算 子 B， 使 得 | 

P, (0o) = BE; ,(o)B-1, oC zu (i-1,2,--,X). 

是 目 伴 算 子 ， 这 样 


BS:B- =f | x BE, (dh)B-! 
Jo: j) 


-| AP (d) — G-L2,—, 


aSa). 
是 正规 算 子 。 

命题 7.2 &T,CS(H)(i-1,2) 是 可 交换 的 谱 算 子 、 
HIT +T,, T T: 是 谱 算 子 。 

证 明 ”由 定理 5.1 IT S S +N; (i =1,2), 于 是 S,,S,; 
N 1 与 ;是 可 交换 的 。 从 而 Ti+T。=Si+S。+N, Ti T= 
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Si: SQ EAE + MEN, ,QERI2E RE P, E N(Si +ŠS,)= (51 
S,)N, (S,:S,):Q =Q: (S, $3. 于 是 只 须 证 明 S, 55, 
Si 9: 是 标 算 子 。 

由 定理 7.2 ， 存 在 月 伴 算 子 了 3， 使 得 BSB, BSB 
是 可 交换 的 正规 算 子 ， 据 定理 3.5， 

BS1B-1，BS:B-1，(BSIB-1)*，(BS2B-1)* 
Heni, W BSB? +BS,B-i, (BS,B-1)(BS,B-1) WU 
ERAH, BEL SS, Si: S; 是 标 算 子 。 


58 谱 算 子 的 对 偶 理论 


定义 8.1 X 是 复 Banach 空间 ， 称 X 是 (OP) 型 空间 、 
XP X 不 含有 子 空间 拓扑 同 构 于 (C6) 空间 ， 

定义 8.2 XMix- 称 为 基底 序列 ， H xal 
是 V {x:} 之 基底 ， 


命题 8.1 {x.}*-, 导 XX 是 基底 序列 当 且 仪 当 存在 常数 
Kz1, 使 得 


tx KI tol 


其 中 <a EDS t, 是 实数 (1=1， 2, q). 
uE BB 必要 性 。 TES . 
xil; = supll Zr: (x) x«l 
e 53 Ix S8 fr y 35, 其 中 a). Xs, BHxf(x.) =m, ns A 
Hrag Kel, ff 
læs llh E ixl. 


而 
[sa 
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< Sup | Y nal 


E] 


4 
=| > tx, 
Si == ] 
br v) 


l2 xdi tx 
«lY tx 


«K HY? tax. 


n = 1 


充分 性 ， 需 证 明 (x.)7.. 是 V rE. 


V ix} 


X = jim $) tix. 
1 = 00 n=] 


x b 一 co 时 ， 
pa Eros >o. 
AB, AAEN, B 
AE, M iiir 对 和 有一 至 成立 
x PEE Ei.) x. || 0, 
于 是 lim. (iai tia) =0， 亦 即 


lim £;,.-—t, (n21,2,).. 


在 前 述 不 等 式 中 ， 仿 $ joo, Ml 
lim Sup (Y^ (t; LL taxa)|= 0 


4 =i 
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PME Fon SRD (t,t 


注意 对 xE 


jar) Xalo 


vir x, SR, H r= Ye. EPI x, 由 假设 


=i =j 


IE Gm tx | KI Ya Gt. — (l| -0 


PAHE , 
MESS (n-1,2,;*»). 


命题 8.2 i). SX, D z, 是 弱 无 条 件 收敛 的 ， jy 


n =j 


对 任何 数列 0.) 25i. limta=0, UR tux, 是 收敛 的 。 
证 明 4 
Zi = {atat CX", Pleta <k (k=1,2,%). 


TI Z: 是 团 的 ， 由 假设 条 件 ， X* = UZ, Gp MNECE 


(a 
" Z, ANA. i Baire 定理 ， 存 在 Zi ,有 内 点 ， 即 2Z;，。 
含有 一 个 半径 为 7 的 小 球 0, ， 因 此 
Y |x* x.) | <ko , x*CU, 
JL, HACER K>, ded 
sup Jle" (x)| K. 


cj n=1 


从 而 
Dba x | sup (xx) 


ü Y tii 


< sup » Ja” (x;) [sup] ltn | «Ksup| t. p 


x He«1rreli 
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分 f a >D, 对 有 界 序列 《0 ， 0 ES 应 有 


P» tx |< K ,sup |t;]-40, «ao. 


n-p 


TAOS taxa) 是 Cauchy 列 ， 3 t.x. SNC. 


不 收看 出 ， 完 全 类 似 于 命题 8.2 的 证 明 ， 我 们 有 下 述 对 偶 
形式 : 
命题 8.5 设 fcx, x xs 弱 * 无 条 ik ex, 


"ei 


WX SOR UG T... lim t, =0。 级 数 
y^ Xa 
ERAÉ]. B 
定义 8.5 基底 序列 Gs. 与 nya BARNE, E 
(a. a= | Y Xs Kk (Gies | Y taye}. 


命题 8.4 设 基 底 序列 {Xaya BUE AE: 
(i) igi eot 


5-1 


则 基底 序列 {x， NT (Co) 空间 的 单位 基底 。 即 
V {x,} 拓 扑 同 构 于 (C6)， 


证 明 ^Y 1t x, WO, TERE Y: taen C (Co)，、 此 处 


f = I 


(e, Jan 是 (Co ) 2 s 间 的 单位 基底 。 
对 任 给 的 620, TEE EUREN, BSmonNSH, 


K || Y Fix ilie infllx. ll, 
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SEM LE 
Ital infilx, | 


xiv X uM <einflix, m 


) = n 


VO Niy, [tle TA 
lim t, =O. 


Hn — o0 


box 


xU 5Y tren € (Cs), 其 中 (e)2. 是 (Co) 的 单位 基底 。 


f == | 


反之 ， BAAD 1， e,C (Co), MJ limt,-0. Hij 


8 =1 


L r 是 弱 无 条 件 收敛 的 ， 由 命题 8.2 ， t,x, 是 收敛 的 ， 
ñ =} 


H = 1 


Xa a 与 (e). 是 等 价 的 ， kat V (xa) 拓扑 FE 


T (C). 
命题 8 LZ ESE NAi a W iE RE: 
(i) flet. 


(ii) Ys 是 弱 * Ju d& Fifi St , 


则 基底 序列 (x1)z-. 与 基底 序列 (e... 是 等 价 的 ， 因 此 V 


x } 拓扑 同 构 于 (Co) 。 

命题 8.6 i X" GATERA AAF (C), MX EA 
补 子 空间 了 拓扑 同 构 于 (1) x x 

证 明 S 和 -SEA 是 等 价 于 (Co) 的 单位 基底 的 基底 
序列 ， 可 认为 | 

Ifall 21 212,7): 

tifi teet tfi 1<K SUP. LE | (K>1). 


因为 lf ssi 等 价 于 (Co) 之 单位 基底 ， 由 (Co FR D JEJE 
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(8.1) 


性 质 知 ， 对 FE| v an. a YUIF0U1< +o, tmm 


DIRI, fi(x)-0, x€ X. (8.2) 


选取 f, fi, 2 (8.1) RAEE] d=, f 
Ifityi) - 1| &2^K^7*, 
由 于 fil), TER f. E 
Ifa (y) | 27! 75K, 
#H (8.1) 18 [yall 1. tE 
Ifa (g;) —1|<2-°K-1. 
由 (8.2) 式 ， 可 选取 fi, ## 
Ifs (g )|<2-2-5SK-1, ]f;(g,)|<2-2-°K-1, 
由 归纳 法 ,可 从 (F5 z-. 中 选取 子 列 (54 (yz S x, 
Hi, = 1， 使 对 一 切 n 有 
[fa (yn)—1|<2 3K-!, 
|f.a. (g ;)]<2-""SK-1(1=<i=<n)., 
注意 {f，(y;} 是 有 界 数 集 ， 按 对 角 线 方法 ， 可 选取 子 列 
f. =i 4»7 9i,  (n=1.2,). EXE fg iE 
If. (g )— fiu, E27 K7  (n<i—1). 
为 外 由 (8.3) 式 ， 
«f (g .)—11<ç2-°K-1, 
lf. a (g )|<2-""K-1 (in). 
Q 2 = Cp , , (n7 1,2,7-), HER 
If. (za) —1|<|f.(g.) 710 + Hs, E27 Ko. 
因此 ， 对 任意 : 


(8.3) 


oc 


$i d£ GOI€K1Y727'7^x2-*K7!, 


A z, SEX, |z.,]|<2 (1-1,2,--). Hi 
e, 7sgnf.(z.):sgn ta. 


由 (8.1) 式 及 前 两 式 有 


|#izi te + t z |Z (e fi +o te,f.,)(tizi te +t, zy 


leifi t beu! 


2leficme EPHRAIM Ee?) 


-D Xo. 


i=1 j=i 


2E CUEES 


= (1—27*K-)/KY' |t.]. 
因此 
IEEE tz > m +e +|t.]). 


另 一 方面 ， | 
tizi ce AENEIS te |t,|), 


由 上 边 两 式 可 得 
dn te + tz |< ti] |t) 
<2K||t z, Tod t zl. bzq. 


由 命题 8.1 知 (z.) 2 -. 是 基底 列 且 等 价 于 (六 的 单位 基底 ， 换 
BE. V (a) 拓扑 同 构 于 (1) 空 间 。 


为 外 由 此 及 (8.2) 式 ， 
Ux = > , f. (x)z.. 


由 前 述 诸 式 ， 


lUx— xl 
= | Ya — Yd) 一 > t PT (zi) zal 
<2Klxl (2- K! +2-4K-1) x > i 

=l. 


IE F Ax = Ux, x€ V (z, ) EA V (z.,) 到 月 身 的 同 构 映 


dd, $ P(x) = A-1(Ux)， 它 是 从 XX 到 V {z+} 上 的 射影 算 子 。 
所 以 V (z,) JE X RTE : 间 而 上 1 拓扑 同 构 于 (1) 


"wj 


定理 8.1 dE(x.): 5 m X; 则 2_ x. ESSO AR tk Sk AA 


Y. & Jo 4k ch] 4 B IX 4X (OP) IS RJ. 


证 明 必要 性 ， 若 不 然 ， 有 非 (OP) 型 空间 ， 于 是 4 含 
有 子 空 间 拓扑 同 构 于 (Ceo)， 邻 此 拓扑 同 构 映 射 是 二 ， 而 且 ， 
x, = Te, (n=1,2,° NA 
其 中 {esya 是 (Co) 的 单位 基底 。 注 意 {e)re 做 成 的 级 数 


L e, # (C) EBER IRA, EARRA, 因 


此 由 拓扑 同 构 知 ， > x. EX 中 亦 是 弱 无 条 件 收敛 的 ， 但 不 是 
TRAKK. FE. 因此 X 是 (OP) 型 空间 。 
充分 性 .否则 ,存在 级 数 Y lx, 是 弱 无 条 件 收敛 ,但 不 是 无 条 


件 收敛 的 。 因 此 对 自然 数列 的 某 个 重 排 (e) T2. s SOR 2 Xi， 
是 发 散 的 。 存 在 不 减 序列 (a.v. B 
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angi 


inf | às x,.|>0. 
我 们 令 
y = » Xx. 
TAL x. 是 弱 无 条 件 收敛 的 ， 故 对 任意 x** EX*, 级 数 并 


Ix* (Xs)| 之 co. 可见 2 x*(y1);X*EX* 亦 是 无 条 件 收 僵 的 ; 


而 且 由 前 证 。 
inf |y. 70. 


E48 8.3, V (J) Hy (Co), FE. 


命题 8.7 Xx TCOG(X)ENET,WT*'cao(X*xX 
类 准 谱 算 子 ， x 

证 明 S EBE(.) AT 的 单 们 分解， 显然 (E(o)*]); a| 仍 是 
o-Bool 代数 ， 这 样 E*(.): 22-9 2(X*) E — 425 S £ ; 

(i) E*(€)-CE(Q))* =I, E*($) =CE(óA))* «0; 

(i) E*(.) 是 有 限 可 加 的 ; 

(iii) X xC€X, x>*C€ X*, AWENE XX", 
XxE*(-)x* =x*E(:)x] A n] RO n] THU 3 
(iv) E*(o)T*-(TE(o))* - CE(o) T)* 


= T*E*(o),oC zz. 
往 证 mE 
(v) e(T*|E*(o)X*) Co, oC Z. 
E 


T*|E*(g) A* - T*E* (o) | E*(o) X*, 


o (T* | E* (o) X*) = o (T*E* (o)) 
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=0 (LE (o) T3*) 
- a ((CTE(a)3*) 
- g(TE(o)) 
-g(TIE(o)X) 
Cg, CEB, 
"pu T*C 2Z2(X*) EX 类 准 谱 算 子 。 证 毕 。 | 
PJ BUDGEBTT, FOP T* 是 非 谱 算 子 WX 类 
准 谱 算 子 。 
”考虑 复 (1) 空 间 ， 向 量 x， = (0,,, 0:4) (i =1; 2,2 
是 (1) 的 无 条 件 收 敛 基底 ， 令 
Tx= 2, PI x= 2) £x C (l). 


i =} 


易 验 证 是 详 算 子 ， 且 B({ 去 }) x-xe X 


P.x= YE (Gs (£1,£2, 7, £,,05 9). 


ESI y* 一 (y1,92,**) € (m), i 
Piy" (x) = g* (P ,x) = 2 Š; yi = (yi ys 0, e) (x) e 
FE 
Peay* 一 (gy15y2,*,9g«,0, 7) C (m). 
Xi Y n + T D, Jti] 
(Pii y*— Pzy*ll = Yn | 
AREE. RUADE (CL) rakk, HETRE 
定理 8.2 i (x1);., SEX*， 则 yx* 是 弱 * 无 条 件 收 


| g-t 


KUA D xt 是 无 条 件 收敛 的 当 且 仅 当 X* 是 (OP) 型 空间 。 


和 外 
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证 明 XE. ETR, X'GERGER(OP)ZzSH. TELS 
有 子 空间 拓扑 同 构 于 (Co) ， 由 命题 8.6 ，X 含有 子 空间 拓扑 
HAF), EA X 含有 子 空间 拓扑 同 构 于 (m) 。 令 此 拓扑 同 
构 映 射 为 了， 且 
= Te, (n-1,2;-). 
其 中 lex 是 (m) 的 单位 基底 ， 9» e, fÉ (m) 中 是 弱 * 无 


f =1 


条 件 收敛 的 ， 但 不 是 无 条 件 收敛 的 。 因 此 (x;1)7., Æ X* 中 亦 
ZE SS 无 条 件 收 敛 的 ， 但 不 是 无 条 件 收 鳃 的 。 了 矛盾 。 故 X* 是 
(OP) 型 空间 . 

至 于 充分 性 的 证 明 ， 与 定理 8.1 的 充分 性 证 明 完 全 类 似 。 

定理 8.3 设 TE 名 (XX)， 则 上 的 每 个 谱 算 子 工 之 共 
WORT TREX 上 的 谱 算 子 当 且 仅 当 六 * 为 (OP) 型 空间 。 

证 明 充分 性 。 由 命题 8.7 ，T* E X* Lay Xi 
HT. 我 们 令 E*(.) 是 T* 的 卫 类 单位 分 解 ，{o1}*., 刁 名 是 
互 不 相交 的 ， 且 o= U O^. 


"n -1 


对 于 x EX，x* EX*， 由 于 B*(.) 是 六 可 数 可 加 的 ， 级 数 
Y^ xB*(o xs 收敛 ， 而 且 


#@ =1 


» xE*(a, )x* - xE*( U) c. )x* 2 xE* ()x*. 


"-1 "c1 


HAD E*(o.)x* 是 弱 * 无 条 件 收敛 的 ， 而 X* 是 (OP) 型 空 


间 。 由 定理 8.2 ， 可 以 知道 ， 级 数 S ^ BE*(o,)x* 是 无 条 件 收敛 


全 
的 。 令 


cx 


y*= 9. E*(o,.)x*. 


"a w-1 


W xcXxcx**, 


x(y*) = 9. xE* (o,)x* » xE* (o)x*. 


dp Xcx** 的 完整 性 ， x 
y* = E*(o)x*, 
因此 
S E*(c,)x* = E*(o)x*, x* C X* , 


Aug E” ERTS, TEWMA T. 
必要 性 。 否 则 X* 含 有 子 空间 拓扑 同 构 于 (Co) , 据 命 题 8.5， 
X 含有 补 子 空间 Y 及 了 上 射影 算 子 PP， 使 了 = PX 拓扑 同 构 于 
(1) ， 由 例子 不 难 证 明 ， 存 在 PX = 了 上 的 谱 算 子 T!,， 其 单位 分 
解 为 B1(:)， 并 有 多 中 互 不 相交 的 (0.)7-. 及 yt EY*， 使 得 
lE'(c)yfJ/ T €. 邻 9=1 一 了 P，Z = QX， X^Z 上 单位 
算 子 的 单位 分 解 是 五 :(') 。 我 们 令 
Ei(o)x , AxcCY, 
Ei(o)x-— » | X x CZ. c EB; 
HOLES Fii Arek, 
0 ， A xcY, 
4 B uH Eo) -E(0P-Eio)0, c€ Z E. AT ñ = 
T: P+O 的 单位 分 解 。 显 然 
E (0)* = (B, (0)P)* + (Ë,(o)Q)*, c€ Z. 
< xe(x) = go (Px), H] x 
 (B,(o)Q)*z1(x) 2 xt (Es (0) O (x)) = y$ (PR, (0)Ox) = 0. 
dX Jt 


0 C 28. 


E (0) *x (x) = (Ex (o) P) *x$ (x) 
- x$ (E, (a) Px) 
= go (PË | (o) Px) 
- gs (E  (o)Px). 
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REILE (o) xil 0. hi), HER 
lim sup |# (E, (o)Px)] =0, 


Ro Hx] 1 
从 而 
|E? (0) ys || = SUP. | yo (E, (c,)g) | 
< sup |y» (E1(o0,) Px) |--0(n-»o0). 
ix 53 Bip 8 EC UE* (o) oc 不 能 是 谱 算 子 T* 的 单位 分 解 . 
En. $ 


T=| AE(dA)-N, WT*=f |, àE* (42) + N*, 
E*(.) AX 类 淮 谱 算 子 T* 的 单位 分 解 。 若 Tt 是 谱 算 子 ， 则 


r.= [ a ÅF (dA) «Qi, 


ENO SEPAT, j|. AF(42) 是 相应 的 标 部 。 既然 


EE*(.) 是 工 * 的 一 个 单位 分 解 ， 因 此 必 有 

E* (o) T* - T*E*(g), oC 2. 
im 

E* (o)F (0o) - F(o) E*(oc), c€ zz. 
ES MEM 
E* (o) X* - Xi*(o), F(o)X*- Xt*(o), c€ Z. 
Bru 

E*(a)F(oc) -F(c), F(o)E*(o) = E*(o), oc. 

A E*(o)-F(o), o€ Z. XWH T* > m fr^ fg nim 
E*(o), SARCIT, 
定理 8.4 X TC (X) ERAT, EC) 是 其 单位 分 解 ， 


up T* iE Y 8 ILLUS SEE A 82869 (o); S Z, 
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V (E* (0) X°) = V Xi*(o) 


是 弱 * 闭 的 ， 
证 明 设 T* 是 谱 算 子 ， 由 定理 8.3 ，B*(.) 是 它 的 谱 测 
度 且 强 可 数 可 加 ， 对 不 相交 的 0} SZ, # 


V E*(g,) X* = E*(o) X* = (E(o)X)* -CG-E (o) JO! 


是 弱 * 团 的 ,其 中 da = U Css 


充分 性 。 设 M = V B*(o,)X* 是 弱 * 亲 的， 其 中 (o. 


É = 
CBTBA. TE 
M = E*(o) X*. 
事实 上 ， 对 x*EX*，B*(.)x* 弱 * 可 数 可 加 ，E* (0)X* 是 用 的 
a'H. HA 
E*(o)x*€ V E*(g.) X*, x* € X*., 
所 以 存在 
2_ E* (a., )xi--E* (o) X* (k-»00). 
于 是 ， 对 s>0, EEk, 使 
| >. E* (o,, )x1—E*(o)x*|[< € | 
其 中 C= suplE(o)l. JiSimzni n, 时， 
| 2 E*(o., )xt— 2 E*(o) xt! 


— 
— 


E* (Uc ) | Y E* (o,, | )xt - E* (o)x* |i 
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€ 
< > 


GR. Siml mz n. r. 


| 35 E*(o,.)x* |<, 


Yi E*(o)x* 是 强 收 敏 的 ， 又 它 弱 * 收敛 于 E* (ac)x*， 由 弱 * 
We ER BS TE — E n 


Y; E*(o,)x* = E*(a)x*, x* cX*. 


n=l 


二 王光强 可 数 可 加 ， 收 T* EAT. 


S9 ” 谱 算 子 的 限制 算 子 与 商 算 子 


定理 9.1 it TCo(X)mI KEMAT, YC Lat T, 
E(.) 是 工 的 1 KREMS, WTEDY) ÆT RE 谱 算 子 
ARD E(o)Y CY, oc 多 ,此 时 E; (c) -Ex(o0),0€ Z, 
其 中 Bz,(-) 是 Ty 的 厂 类 单位 分 解 ;By(o) = Elo) Y, oE. 

证明 必要 性 . 由 Ty 是 工 类 准 谱 算 子 ， 据 定理 3.3 XJ 
o C Z. x 

Br,(0)Y-FYr,(o)€YflXr(o)& Xr(o) = E(o)X., 
Fr 

E(o)Br,(o)y- Er,(o)y, yEY. 


Foo EF, to, o = Uo. BEC), Er, (O HTH 


A-1 


数 可 加 性 及 上 的 完整 性 可 知 
E(a') Ev, (a )y » Er (o°). UP ycY. 
X 
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Er (0,)Y *Yr,(o,) &Xr(o.)&Xi(o^). 


于 是 
E(o)E; (c,)u= 0, yC Y. 
BE(o)Er,(o)y= Er,(o)y, y €Y. 
因此 | 
E(co)Er,(o')g9-0, yCcY. 


这 样 ， 对 V yC Y, 
E(o)y= BE(o)LEr, (o)g+ Er (G° )g2 
=E(c)E; (o) y * E(o) Er, (o) y 
- E(a) E1,(o)y 
= Er (o)y, OCA, 
再 由 Er (:), EC) LT Int, 
E;,(oc)- E(o)|Y - Ev(c), c€ Z, 
H. 
E(o)YSY, c€ Z. | 
充分 性 。 若 Elo) YCY; c€ Z, $ Er (o)=E(o)|Y 
-Er(c), o€ 3, RIER Ez (C) Ty 的 { 类 单位 分 解 . 
不 难看 出 这 只 须 证 明 
c(TrlBr (o)Y)S c, c€ 2. 

ix, T|E(o)Y, T|E(o)X RAHMA), Ru 
st Orio (x) = or(x), x€ E(0)X X Orea (z) = or(x), 
x€E(o)Y. 只 人 须 证 明 第 一 式 。 WA, or(xz)Saorizgcox (x), 
xCE(o)X. 反之， 令 4Epr(x)， 对 x 之 最 大 解析 扩张 %(4)，、 
有 | 

(AI-T)š(A)= x, A€ pr(x). 
所 以 
E(o)(AI-T)#(A) = E(o)x = x, 
Xj AC pr(x); 
E (o) (AI-T)a(A) = (AI-T| E(o)) E(o) (4) = x. 
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注意 E(c)š(A) Z E ST pr (x) RET E (c) X 8E Uri AM, zi 
AC prigcoox (x). NEE 
Qr (x) C pr igio;x (x), 或 O T| E: a >x (x) Cor(x), 
A or(x)= ori (x), xc E(o0)X . XH #— W EH 2.2. 
对 于 Áo€ Z2Z# 
o(Ty|ËE; (o) Y  o(T| E(o)Y) 
ü U Orirte:r (x) 


xcktojY 


= |] or (x) 


xCcii(o)Y 


c|] ÜT|E:o;X (x) 
x€E(goj;X 


-g(T|E(o)X) 
Co. 

定理 9.2 iz TCS(X)EWEART.YCLatT, E() T 
hg rome, WT E 多 (X/ 了 ) 是 谱 算 子 当 且 仅 当 B(o)Y SEY， 
oE Z, MEIHE, Err(o)-E'(o), c€ Z, #rHE:;r(:)A 
7 的 单位 分 解 ，E (o) 表示 E(o)dg X/Y LASAT. 

证 明 必要 性 .注意 了 T* 是 六 类 准 谱 算 子 ，E*(') 是 1* 的 
单位 分 解 ， 由 Dieudonn€ 对 偶 定 理 ，(X/Y)* 等 距 同 构 寺 
Y+, FÆ(T!)* 5 T: 等 价 . 据 定理 9.1，T 红 是 类 准 谱 
ST. HE OX XR EI. (0)-Er(o)- E*(o)IY". 
ce @, TAXPPxCX, y* CY^, 

(x, E(o)y* » = Xx,Etz:(0)g* >, c€ Z. 

从 而 对 y€Y, y*cY-. 
= <E(o)y,y* > = Xa, E* (0)y* > 
= Cy, Et* i (0) y* > =0. 
B E(c)y€Y, WB E(c)YCY, c€ 2. | 
充分 性 。 设 E(o)jYEY, c€ Z. $ Err(o) = E'(o). 
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cc. Err(-) 的 可 数 可 加 性 可 从 E (:) 的 可 数 可 加 性 得 到 ， 
AX BH 
c (T |Err(o)X/Y) So, 0EB. 
由 于 T* £ X 2322363, T* 有 性 质 (A), 据 第 一 章 命 
题 1.2, 
o (T)=o (T), 
Ty 是 谱 算 子 ， 故 工 ? 是 了 类 准 谱 算 子 ， 所 以 TY 有 性 质 (4)， 
同 理 
O4 (T ,) =0 (T y) ° 
显然 
c, (T) Co. (T). 
所 以 o (Ty) S (T). Hs zd 2.1, 
o (T*) Co(Ty) Uco(T). 
于 是 
o (TI)Co(T), o(Ty) Co(T). 
这 样 对 E (o) X KH, 
o (T'|Err(oco)X/Y) 2 o(CT| E(o) X27?) 
| |  €o(TIE(o)X)cCo, oC z. 
AUT EDX) NEBAT. 
推论 XR TCGQ)RBEWT,YCLat T, E(-) E T n9 
ATSR, UT,;Cca(Y) QjgBeSTMUSXHMT'cam(X/Y)s 
BET. x 


10” 谱 算 子 与 可 分 解 算 子 


我 们 首先 讨论 在 Hilbert 空间 苹 上 的 可 分 解 算 子 何 时 为 谱 
” 算 子 ， 然 后 再 讨论 在 (OP) 型 空间 上 的 相应 问题 ， 

定义 10.1 iTC€3a(H) 是 可 分 解 算 子 , 称 T 有 性 质 (P)， 
XX ocs, Wü 
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or(P x) or(x), VxC€ H. 
这 里 P.,XAHSIHr(o) 上 的 直 交 身影 。 
命题 10.1 ix Te 2(H)A PL EBA (P) J n yu yE T, 
TM or (x) Nory) =ó, IR Gy) = 0. 
证 明 S or(x)-201;,0r(y) = 01. HE X 10.1,0: (P, ,x) 
Cor(x) =G, IB P. x€ Hr(o3), KLE, Oor (Po, x) E02, 


or (P,,x) Co (18:76. 


Pa, x=0, (x,y) =0. 
命题 10.2 TEBIH) ZATEA (P) ATST, IJ 
Hi(o)!' Hr(o'), o€ Z, 

证 明 首先 证 明 对 包含 c 的 任意 开 集 G6， Hr(G)'—H:; 
(c ). H-F {1G,o'} 复 盖 o(T)， 所 以 存在 工 的 谱 极 大 空间 
ZiljZ,, EH - Z, Zi, Ho(T|Z,) EGflo(T),o (TI2Z.,) 
Co'fla(T). xc Hi(G)*,H x=zi+z z CZ,;(i=1,2). 
由 于 z SHG), FA 

0 = Pex = zi + Pozo. 
EE COD), 
or(z1) =ocr(P;z)C Gü1or(z:)) cS@ U o°, 


Ig 
Or(x) Gar(zi)Uor(zi) Zo °, 
从 而 Hri(o) CH;(G). G^o 是 任意 的 ， 注意 Hi (o - 


(| Hr(G), Am 


Gg 
Hi(o):CHi(o), Hri(o)'G Hr(o). 
由 命题 10.1 ， 
Hlo) SH, (o°), 
EEL 
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H,(o)*= Hr(a') , c€ Z. 
定理 10.1 iZ: T8egse (H) fhEJR (P) 的 可 分 解 算 子 ， 则 
= S++ 内 ,此 处 S 是 正规 算 子 , 入 是 拟 办 零 算 子 ,HSN= NS. 
证 明 BAT RTGESET 由 第 三 章 定理 1.2， 工 是 
(ACHT. 
AMEX OC 2,43; xC H. (o) y€ Hr(o') ,WM x = 1imxr,, 
y-limye x, € Hr(o), y € Hr(0°) (n=1,2,…), 于 是 
or (Xs) So, Orlyn) So, WIE, arz(x.) flor(g.) = ó. Hi 
SRARIO.1, (x. s.) 20, AM xy) 50. VL P, ER JA H š 
Hr(o) 上 的 直 交 身影 算 子 ， 则 
IP,|<1, c€ Z. 
XP xE Hr(o);,y€ Hr(o'), RWA P .x = x, Py = 0. 
因此 
lx = |P; xl = PL (x toca + sil, 
A T RA PEDO (B ,). 
HImEIO.2, HERES, oC > ,S >, > & o-Bool 
R, KS =B. dgáakER 3.4, T RT. dias 3.3, 
了 的 年 位 分 解 是 唯一 的 SO DXREDGEAIESRP.C), CEBER 
T 的 单位 分 解 。 由 定理 5.1.、 
T=S+N, SN=NS, 
而 且 闵 是 拟 寡 零 算 子 。 又 


s=| AP ,,, 


P, EKEK, ， 故 S 是 正规 算 子 。 
显然 我 们 还 有 下 述 命 题 ; 
命题 10.5 i TC @m(X)E T' 类 准 谱 算 子 ， 则 工 是 可 分 


解 算 子 。 
证 明 由 定理 3.2 与 定理 3.3， 了 是 (AC) AF, Hx 
oc, 
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E(o)X = Xr (o) 
xd HJ GR RAE [B] ° ^ (G, J. I E oe (T) S BIRJT S x, dh yk 
SEDE (0:1... BB 


n 


(i) $5«o,(42) 3, A€o(T), 


f = | 
(ii) c,-suppq.€G,, (12 1,2,-5n). 
AMARO, RS 


x. t Sv O)E(dàx — Go bien). 


ANE XP H x C E(oc ,) Nr= xn 4 Y; - R(o;)X 


f =1 


(12 1,2,*,n), Edi L gms Fig -K As [B], H 


X = Y Y. c(TiY;)Co;cG;(i-21,2,-.,m. 


i=l 


MT ESSAAT. uu. 
SPH pg F T = S+ N. S Ji i yop. 亦 有 性 质 
(P)， 因 此 由 命题 10.3 可 证 四， 
定理 10.2 设 TEB(H), MT=S+N, S E Wu 
dT. NZEHDOSEXUCD.EHSN- NS, 3 EA4X T RB FER 
P)njsp A Mg E. 
定义 10.2 i TCS(X) 是 可 分 解 算 子 ， 称 工具 有 性 质 
(J) EXI TERE o C. Bp TEZE A X ?*|Xr(o) Eis Pt P,. 
EHP SK, H. | 
Or(P,x) Cor(x), x€ X, 
此 处 六 是 与 o To EN. 
显然 ， 对 Hilbert 空间 而 言 ， 若 全 有 性 质 (P)， 则 它 必 有 有 
Hm (7). 
命题 10.4 T€ (X) rM: UH. S 
or (Xx) Nory) » , uy 
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lx d SK lx + ll. 
HEBR Sdr (x) = 01,0r(y) — 0», 由 性 质 (7) , TEX y (c 1) 
土 有 身影 算 子 P。,， 使 得 
cr (P. s) Scr(g) &o,. 
于 是 
or (P, y) So la, «4. 
ix P. gy-0. XxC€Xzi(o)), WI Pae x=x, Mi 
Ix] = Po x+ Po yslP, Mix tyl SEK] + yl 
命题 10.5 X 上 任何 有 界 的 射影 算 子 Bcol ez E uj T 
入 人 UY 之 强 闭 包 中 一 个 ac~Bool 代 数 中 当 且 仅 当 和 是 (OP) 型 Z 
TB]. 
uEBH ” 先 证 充分 性 。 今 
|P|xK, vP c X. 


n n-1 
$ (E, } ra ESX, P, = VE VE, "nb P. E: 


] =1 =j 


M PEX, B. P,Pa=0, nèm. 

( Y P,)x = V (E, X), (1- Y P.)X- U a-E)x. 
1g BE Pa E EE 8.2 2 uE B EUROS EET] x € X ,x* C€ X* , 
级 数 > x' Pix EnZiS. X X 是 (OP) 型 的 ， Y: P xs 


Imj 


AT Ex. WA ERZAN EKAT, ME. 


1 -1 


|E|€K, EX- V E.X, (I-B) X- U Q-E.) X, 


|j =1 
BIE- V E;. EE dE H, MRES E443 55x Bool 
HR 27, d ok -Bool foc — UR az MS. 对 2 1 


< 2, AA 2 —%J3G |. Pt Ep E 2Z um, JUEZ 2⁄ < ,, 一切 
ibo 构成 部 分 序 类 。 dU (2/., aC Àj) 是 全 序 子 类 ， 显 然 ， 
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U ZZ, 便 是 共 上 界 。 É Zorn 引 理 , 此 类 有 极 大 元 ， 它 是 o- 完 
全 的 。 
必要 性 。 若 不 然 ，X 含有 子 空间 玉 拓 扑 同 构 于 (Co)，5 
miT, B: (0) 23 (C i) PE y ZB 3 MEERA, a | 
Je M EIRE i B; (Tx) ER P RRA ESTE ER f: (x). 
取 歼 中 元 b, ， 使 得 
Tb; =e =(Ó i, Ój s), 
i] f:;(b;) -Ói;. 
注意 (eua AE (C,) 由 的 条 件 收敛 基 ， 存 在 ys € (Co) # 
(e; 7., PE SIE (esi i-i, E 
Ho = > B. (yo) e., 


P-1 


Ys (Yo) Erti; 
AU. 对 有 限 个 自然 数 的 集合 gc ， 令 
= f. (x) bacis xC M. 
i; C G 


a P. AES HEAT, FHz P, Pa= Panas HER 
IT P .xll-co; =i f. (x) esci illico: 


= sup| fa; 
Gp: 
|[P,xl = [T TPox| sT TP ,xl =]T-HITIHIxl. 
SK=1+|T- UTI , BI — P. KI-P, 构成 的 Bool fX; 
EOU, WRU t G I KE K , 再 今 
E.-P.,, a. in (Do x(n)). 
HX xo C M, fS yo = xs. 
E,x = T  (TE.xs)) =T- E» f «i)(X0) Er: 
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= T 1 » Paci (Txo) Eri; 
i-1 
n 

= T'"1 » Pacis (Yo) Catino 
i=} 


HA ite n> oot, KFE. TÆ M E, 便 不 存在 ， WEY 


R = 1 


不 能 嵌入 任何 o-bool 代数 中 。 证 毕 。 
命题 10.6 i X (OP), T€ 2 (X) RERO) 
的 可 分 解 算 子 ， 则 对 任意 o C Z. 
Xr(o) = Xr(a^) = X. 
证 明 令 开 集 Go (6,0) 构成 o(T) Z JF 838. F 
E T ERRER Z;,Z; ， 使 得 X=Z1+21， Ho(T|Z, )< 
G, c(T]Z;)Ea', 设 Pez=0, z=z1+z2, ziCZi(i- 1. 
2)。 由 于 z1€Z1 € Xr(GQ), # 
Pez= Pe(zit+22) = zí + Pūz2, 
HI Paz; = 一 2，。 由 性 质 (J) , 
Or(z1) = or (Paz2) Cor(z;), 
d A 
gr(z)Sor(zi) Uor(z,)Sor(z:) o , 
S z€ X. (o°), Am 
(I— Pe)XC Xr (o `). 
x FE , 
X - PocX + (I—Pg)XCX4(0) + Xlo). 


X -X;,(8) * Xr(o). 
^ e; v0, iG, (Al|A-o|«e;) (17 1,2,*). 
从 而 


g 一 I:i. 
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P4X((o)-0|Xi(G). iE Po 2Pe  . 由 于 |Pa «KE; 


1 = 1 


Hu 688 10.5, (Pe Yi | cgi) o-Bool 代数 有 E88 P 


ATFSULRP. ， 而 及 是 射影 算 子 ， 使 得 ， 
X-P. X+ V a- Pç )X. 
MURS I = 1 
Pr EJ 


Xr(o) 2 V (I—Ps )X, Pe,X= X. (0). 


; = 1 


w P. _ X=Xr(o). 这样 
G. 


X =Xr (0) + Xr(o`). 
定理 10.5 设 和 是 (OP) 型 空间 ，T 工 GE Z (X) RARI) Z 
] 分解 算 子 当 且 仅 当 工 EST. 
证明 充分 性 是 朋 显 的 ， 往 证 必要 性 。 设 开 是 有 并 质 (J) 
"JR EESET. T £ (AC) f. HEREZ, 办 xc 
Xr(o), yE Xs(o^) , HMilx=lim x,,g=lim yi X EXr (0), 
y CXy(o °) (n=1,2,-). T gi (x.) Co, Or(g.)Co'. 
LA IE 
gr(x,) flor(gy.) = (n -1,2,*). 


IM ER zK ix, +y |l (n-15,2;,*-). 
ix] s Kx + ull. 
于 以 工具 有 性 质 (B sg) . 则 合 题 10.6， 不 礁 看 出 ， 若 cE ym 


TESST. X Bil 0-Bool(V9Xt, ME N-3, HEM 
3.4, T RET. 
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注 ic 


i3 X Z N.Dunford U T 1954 Fa At. 命题 1.2 是 车 
名 的 B.j.Pettis 定理 ， 见 [1) 之 定理 1. $2 -ERARI 
在 [1] 中 给 出 过 ,和 它 实 际 是 [1] 中 相应 结 系 更 细致 地 刻 划 . 定理 
3.1 是 新 给 出 的 . 定理 3.2 及 3.3 是 属于 N,Dunford 2 。 定 理 3.4 
是 我 们 新 给 的 出 的 。 定 理 3.5 是 著名 的 B.Fuglede ^ 定理 的 
谱 算 子 形式 。 命 题 3.4 是 定理 3.3 的 推论 ， 是 我 们 建立 的 。 可 
见 文 献 [5]， 它 描述 谱 子 室 间 与 谱 流 型 之 间 关 系 。 定 理 4.1 是 我 
们 建立 的 ,由 此 可 推出 B.Nagy 建立 的 定理 4.2 ， 定 理 4.2 的 

证 明 是 我 们 给 出 的 ， 差 非 B.Nagy RIER. $5 的 典型 分 解 理 
论 仍 属 N.Dunford'!;。 $6 的 谱 算 子 的 解析 LIE XS 于 
N.Dunford' ^. $7 的 定理 7.1 4&5 T B.Sz-Nagy ^ $8, 本 
UoxGRIX.de49381.17&5£ 3€ 1.2. T JL. Wermerl i). 8 4 X 
换 的 庶 算 子 之 和 与 积 在 一 般 Banach 空间 未 必 还 是 谱 算 子 ， 这 
方面 例子 可 见 S.Kakutani'!! 。 但 可 证 明和 与 积 硬 为 广 闵 谱 算 
TU. § 8 的 谱 算 子 的 对 偶 理 论 ， 关 于 (OP) 型 空间 的 结果 是 
属于 波兰 人 C.Bessage 5 A.Pefczynski'!), (OP) 型 空间 概 
念 是 江 泽 坚 和 1 提出 来 的 。 已 证 明 它 是 使 谱 算 子 许 多 性 质 得 以 成 
立 的 最 佳 可 能 空间 。 在 此 我 们 把 (OP) 型 室 间 一 些 结果 写成 对 
偶 形 式 。 定 理 8.1，8.2 及 8.3 都 是 在 [1] 中 由 我 们 建 主 的 ， 
在 本 书 中 做 了 新 的 证 明 。 定 理 8.4 是 在 [1] 中 建立 的 ， 它 与 可 分 
METIR PRAK EAT (P) 是 缠 * 闭 正好 形式 是 一 
致 的 。 $9 的 结果 主要 属于 .Berkson 5 H.R.Dowson'' A 
及 U.Fixman' '. $10 中 的 定理 10.2 是 由 B.L.Wadhwa'” 于 
1973 年 建立 的 . 而 俞 致 寿 ''! 把 此 结果 推广 到 (OP) 型 室 间 ， 即 定 
理 10.3. 对 于 条 件 (P)， 我 们 在 文献 [5] 中 给 出 几 种 等 价 形式 ， 
更 明显 地 显示 条 件 (P) 的 实质 。 此 外 关于 谱 算 子 与 其 谱 的 其 它 
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E/R 85S.R.Foguel t 23 等 结果 我 们 在 此 未 引入 。 有 兴趣 读者 
可 参见 专著 [1 与 (3]。 

至 于 广义 谱 筑 子 在 I Colojoara vp ieik, £&I.Colo- 
joara 与 C.Foias 专著 [2] 中 有 系统 论述 。 
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第 五 章 ” 闭 可 分 解 算 子 
81 说 明 


TENE P SN BIR pi f T.J fia L TD, 
JR fE 1 Boe EEIE, MERETE AMEC. = € J (co) 
上 来 考虑 问题 的 。 为 函数 演算 等 方便 起 见 ， 还 做 一 个 非 术 质 的 
BRE, ETAT oT) EC. LER aE., mA, oT 
WJ 88 K R (A, TIESA S, RAETH Nu, Wu 
œ €Eo(T). m4, code R (A. T) fé df sr gp X i Hi DE 9 

命题 1.1 iT CC(X),cc/AER(A,T) WR sep. up ux 者 
T Cz (X), SERU T) "Wm. ILR(œ,T)=0, R # 
cose R (4, T) jd TES. 

证 明 too RO R(A,T)0JAjS ESE S, XR(,T)-RAR 为 0， 
那么 有 展 式 

R(A,T) =A2)2t + BA 7! x e, 
A, BC ZI(X), Ax0, |Al76E4 Ac, KJ EN. TE 
TR(A,T)=I+AR(A,T)=] + AA ÀÀ + RAS +... 
HOnERHIE—1. mIkE >00, FE 
A *UR(,T)--0,l4l-»co, 
内 此 
TA UR(A,T)->A, |4|-»co, 
由 寺 荆 是 闭 线 性 算 子 ， 所 以 ，4 =0。 XY. EHE 一 1, JA 
m R(A,T)-0, "mes 故 
I+ À, k= —1. 


TR (À, n—|j, 
kc —]1. 


— 152 — 


义工 是 闭 的 ， 由 上 式 可 见 ， 必然 是 f= 一 1]， 且 4= —I. N H 
对 任意 XEA， 
AR(A,T)x- —x, TAR(A,T) x Bx. 

由 于 了 是 闭 的 ，x ED(T) 月 Txy = Bx, 所 以 ,T= 一 BE Z2(X) ; 
H R(eco,T) =0. 

FH E RT BU F IDD ap id pk Sz. 

命题 1.2 ZT C€C(X),Joo € o (T)%w BX 3 T € A(X); 
sx co € o (T') 4 H IK 34 T R: ZG Si AR EE PL f, 

推论 1.3 i TCC(X), W)]o(T)Š E dEzZESHISR. 


$2 性 — RR CAD 


定义 2.1 XX 的 团 线 性 子 空间 了 ， 称 为 了 的 示 变 子 空间 ， 如 

E 
T(YnD(T))cY. 

4iYcgEIWgA4A AX f SZH, MT JE EY EIA EAT. MH. 
D(Ty) D(T) AY. #31, ZYcD(T), WITRY LÁ 界线 
CERT. 

与 有 界线 性 算 子 情况 ~- 人 性 可 以 证 明 ， 

(1)so. (T) Æ, ILOGo (T) &o, (T); 

Gi) EY € LatT, Go (T) z4 x5 则 或 o(Ty) CG = ó, 
ex GCco(Ty)i 

(iii) X HEY E€ELatT, o(T,)&go(T) H 2 4 R(A,T)Y 
CY, A4€p(T)\{o0); 

(iv) 第 -一 章 定 理 1.2 的 推论 2 对 TEC(X) 也 是 成 立 的 。 

定义 2.2 SE 多 (X) 称 为 与 TEC(X) 可 变换 ， 如 果 

(1)SD(T)CD(T), 

Gi)STx= TSx, xc D(T). 

定义 2.5 Y CLatTlRJgT() 38 d + Z a|, SIEMPRE 
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ts T'u[ 81 0 8 S eb aE S FS, EUHSYCY. 

WAXACo(T)N(o9), RG, T) ETup34R. ix PE DRY 
是 工 的 超 不 变 子 空间 ， 则 

c(T|Y)co(T). 

定义 2.4 了 ELatT 称 为 工 的 解析 不 变 子 空间 ， 如 条 对 任 
HX- Rf: D—D(T)(D& CARFE), Ei 

(AI —T)f(4) EY 
可 推出 f(4) CY, ACD. 

类 似 有 界线 性 算 子 ,我们 可 以 证 明 : Y, ZELatT, YSZ, 
则 

(i) 如 果 了 是 T 的 解析 不 变 子 空间 ， 则 Y 了 亦 ÆT AE N 
PETZ; 

(ii ) 如 果 了 是 工 z 的 解析 不 变 子 空间 ，Z 是 工 的 解析 不 变 王 
空间 ， 则 了 了 也是 工 的 解析 不 变 子 空间 ! 

(iii) 工 的 任意 多 个 解析 不 变 子 空间 之 交 仍 是 解析 不 变 子 
" [B] s 

(iv) 如 果 了 是 工 的 解析 不 变 子 空间 Wjo(TI Y)co(T). 

定义 2.5 工 EC(&A) 说 是 有 单 值 扩 张 性， 如 果 对 任何 式 - 
(E BESTES f: D-—-D(T)(DS €2&7T 58) ,. Bi 

(AI —T)f(4)0, ACD 
可 推出 f(4) = 0, ACD. 

对 具有 单 值 扩张 性 的 闭 线 性 算 子 ， 我 们 贷 它 是 闭 89964) £ 
+. 
ART CC(X) #(A)R f, X fEfixc X, " 7 ETELA 
的 局 部 预 解 集 

pr(x) = {41AE @, 存 在 4 之 邻 域 7 及 其 上 的 解析 因数 六 4) ,. 

f& (AI - D)f(4) x ACVN IS). 
T 在 x 处 的 局 部 谱 为 
| gr(x)= C pr(x). 
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AFTAR ATIKE, R(A,T) x (Ex ER TRAE SS or (x) E ff fei jis 
- inf erg 5k HT), CARA, T) RREI K, ti 
(AI—T)ž(4) =x, 1.EPr(x) N N (col. 

命题 2.1 iX TCC(X)ECASSR-T, M 

(i)ar(ax*fg)&o.(x)Uav(y); eB€C, x, yc X; 

(ii) (ax + By) (4) - ax (4) * BY(4), AE ps (x) os (y). 

(iiijor(x) 2M ILI x = 0; 

(iv)or(Sx)Cor(x), Sc zug (X) Egli u[zz415, 

(v)or(z(4)) »or(x), x CX, A€ pr(x) XN ioo]. 

证 明 (i) 3 ODE S DR ZR 至 于 (ii) 的 充分 性 亦 Së 
然 成 立 ， 往 证 (ii) 之 必要 性 。HL 于 考虑 的 是 紧 的 平 | 
dStar(x)-4, KAIRE T (à) Jom pm. KUR Liouville 
定理 ，#(4) 是 常数 。 令 $(4) =. Hih: CH 

(412—T)$ =x, (A;I— T)$€ -x. 


因此 
(41—4,)Ix=0, k= Ü. 
ESQ 
x= 0. 

(iv) 的 证 明 也 容易 ， 我 们 证 明 (v)。 设 4Epr(xz)N{cc)， 
河 汶 (4) 是 R(p,T)x 之 最 大 解析 扩张 ， 政 

(uI -T)z(u)-x, WEpr(x) X ioo). 
我 们 定义 Ba pr(x)—X, 
| .S(u) — &(4), TL 

u— À 

— &' (4), "EM 
Ao €porí(x),z(co);& — Jar, nJaE X. g I(°%)=0, F Eg.(u) 
f£or(x) ERE, ev FF, g: ui )€D(T), X 
* uI-T)g, (a) = 2 1* 2009 


L2), es, À}. 
THR J s E pr (x) h-a T {4,0 BLAU, H a> (n2). 
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gi(u)- 


由 解析 性 ， 
g71 (Hr)—> 8, (À). (n—09). 
mg EX 
T galia) 2 ungal) —8(A) Ag (4) — (A) (n 90) 
XTRAHA, Ugali) EDT), WH. 
Tg;(A) Ag, (4) —5()A), 
HI 
(AI—T)gi(2) = (4). 
MZ, gar pr (x) -- D(T)3& os (x) ERE, 和 而且. 
(ul—T)g, (n)=#(À)), n€ príx) Ntce。 
所 以 
or($(4)) &o:(x). 
有 反之 ， 设 Ei (20) 是 R(4; 了 T 了 )z(4) 的 最 大 解析 扩张 ， 则 
(uT—T)é (u) = (À), u € ov(z(4)) N (o91.. 
irl ERA, Tez RKI sk. Am 
(uI —T)(41—T)E: (u) = (AI — T) (ul — T)éi(u) 
= (AI — T)# (À) 
| -X, u € pr(z(4)) Nœ}. 
HI BI X, 
(AI—T)š (u) < (4— n)1Ë (u) +z), 

u € ox(&(4)) N ioo]. 
iren A (AI—T)&i (u) Epor ((4)) N (o9) EET. mR € 
or(z(4))， 根 据 工 的 闭 性 和 £i(u) TE {so} 附近 解析 ,可 以 证 明 
(AI-T)£i(u) Xe (oo Y Br fr. a< RE (AI-T)£ (un) £& Cor ( (Y: 
上 解析 。 因 此 

or(x) o«v(2(A)). 
命题 2.2 i; TCC(X)àRCAD)ET, Wi 


o (T) = U er(x). 
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证明 C4. or(x)C o(T), x€ X, Ii 


U Or(x) Xxo(T1). 


x z X 
Hi abiEsRHITHBOIAS OSA. fus 
u€o( T) Nl or (x) 
CX 
47 PS Pi Tg OU HERE ; 
(i) Yiusoo,XP ig^ xC X, u€pr(x), z(u) EDT), 
使 之 
(ul —T)x(u)x, 
"pu (uI—T)ZWm. MKU Gv), u&o(D). 2 Br. 
(ii) Zn = eo, i t xC X, ocoCor(x), Hr VAg(ÀA) de 
{co co} S V. AJ ff Er. if 


LEID) =x, ACVN {œ}. 
F 


r(1s0)esQ- La. LEVN (oo). 
na(d-so))evwstr; 而 且 当 Aon, Lame, x 
£(4)--Lx- (o). 是 闭 线性 算 子 ， 可 知 了 (co) -0. Hit] 
co 至 少 是 $ (4) 的 一 级 零点 ， 可 设 

z (À) - ii (D, AETV. 
zi(4) C D(T) ELTEV EMI., -F 


(AÀI— T) (+ z, (À) IM LEVN (co). 


< 


一 157 一 


J.g,(4)90, F. (A) x >š (eo) — x. 


À 
ATTER, "J53uz:1()—-x-0,. BD 
x - # (co) C D(T). 
GUARBIRXCD(T), SAkTCcsa(X).i5&oco(T)iE. VES. 
和 有 界线 性 算 子 情况 -- 样 ， 可 以 证 明 : 
(1) 设 TEC(X) 是 (4) 算 子 ,， YELatT, MT, C€ C(Y) 
JRAECA)SE-P. mH. 
or(x) Sor (x), xcY; 
(ii) iETC€C(X)ZECAD S T , Y E TBS WEDr A/S AE ^ 空 间 ， 
hi] 
or(x) "or, (x), x CY. 


命题 2.5 izZTCC(X), WJTE(A) S-F 24 H DUM NE. 任何 
a€p(T)Ntco], A= —R(a, T)7&(A) RT. 

证 明  UTIC(A)JUT. CaCo(T)wWio),mHf: D—X 
= BR MT BRL, 

(ul —A)f(u) 0, n CD. 
AÉEEO&D,u-d(A)-(A—-a) , iE& Q^ !(D) ÆC. 中 的 
FE, uH. 

ul— À-(A—a) !I * R(a,T) 

= (AI—T)O(A)R(a,T), AE Ð`! (D). 
(4I — T)o(A) R(a, T)f (:D(A)) 
-0, A4E D1(D). 
Ho(A) R(a,T)f($(1)) ED(T) 生 在 Bm!1(D) 上 解析 ;TT 是 (A) 
AF. "DAN 
(A) R(a, T)f(b5(4)) 0, AED“ (D). 

EDA)! (al -T ERER, M 

f (p (4)) =0,4€ p7! (D), 
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或 者 
flu) =0, un cD. 
RA (A) ECT. 
反 过 来 的 证 明 类 似 . 
命题 2.4 设 TEC(X) 是 (4) K T, # WC X, S 部 谱 
orl) B, MxED(T). 
证 明 orix) EF, Hjo €E prl), MA # ELL %B 
XXV EIJE NTE Zf: V—D(T), fs 
(AI—T)f (4) =x, ¿C€ VN co), 


于 是 


; I | »" E | 


*A-ecol, Lf) 90, Mf) — Le (o). AT Bi, 
VR (o0) = 0 卜 co 至 少 是 1 (0) 的 一 级 零点 。 于 是 
(ra) — Lx) - 300-5 


在 4->co 时 极限 存在 ,， 今 其 为 y, 。 由 于 

Tf(4)=Af (4) -x; ACVN (eo), 
RTMBEAf(c)-yi, WHyi-0. Hil] Adoo RAF (4) —x 
DER, Aok, ACAF (4) AA rak, SRH. 
因此 ， 当 和 -> co 时 ， 

T(Af(A)1= AO f (3) —x2 
A d*xRy:. (BELT yi-0, PAFA) >x), ARET 
"BTE" A, xcD(T). 

命题 2.5 RT CCUOR (OR Piae e( ID (eo), Hi H 

A= 一 R(ga,T)， 则 对 任何 XEX， | 

ou(x)= 古 (or(z) )。 
其 中 四 (1 = (4—a)*!. 
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u MB 由 于 中 是 关于 4 的 单 映 出 ， 因此 只 须 证 明 o, (x) = 
PD(pr(x)). | 
TA. € pr(x). 则 有 1 之 邻 城 六 上 的 解析 函数 ， 使 得 
(QI—T)f() =x, AEN}. 
HoE V, Mop). Su=pl), A€V.us (3). 于 是 
(uI —A) n^! (eI—T) f (b^! (u)) 
-xu€do(V) wo). (2.1) 
HEÁA-—R(a,T), Z x | 
ufu! (oGI-T)f(-'(p))) x-uwif(o^'!(p). 
这 样 ， 
pr t((aI- Df(oó*'!(u))) »u^!x—u?f (7 !(u)). 但 右 
Euo LBRO) LEIR u!((oI-T)f(o-()MHe 
PV) LRH. Keh (2.1) KTA, po € pí(x). BOA.) 
€o, (x). 由 和 之 任意 性 ， PJ 28 
o (pr(x)) € pí(x). 
XicocV, Nocdo().m EsxuEB ZEE 到 当 0x u € b (V) N 
loo, u^! (aI—- T) f (b^ (1)) 是 解析 的 , 故 前 式 亦 成 立 。 为 
此 只 须 证 明 j-! (aI 一 DED! (WD) 在 p= 0 处 解析 且 使 HU XE 
立即 可 。 
因为 co CV € pr (x) , HE) e oo WRT EAE BLUR. 
(AI - T)f (4) =x, A€VN (oo). . | 
too € or (x) Aloz (x) A P, H MRAZ. Ax CDU); BACA (4) 一 
x)>Tx, (A-9oB]). "JR, E 
Af (4) —x—0, f(4)—0 (4>o0 时 )、 


i 


n^! ((aI —T)f (7! (u))) 
=u ix—-u7*f(o^'(u)) = GI —al)x— -a fa) 
= —ACAf (4) —x) + 2al f (4) ~x) + a? f (1) + ax, 
二 式 右 端 关于 4 在 ce 处 解析 , 且 于 ce 处 取 值 为 wx 一 Tx, 184 = co 
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Hj, =0. Uu’ lal Tf D: (u) Eu 202 $ A W M , 
mE TE u = ORER E J (aE — T)x. AH BE 2 zü #u S08 pe 
x. Adi (or ()) &o,í(x) TR xr. 

bz, RÉ C palx), MJ 82 2 BRU L ne Pre 数 g ,满足 

(£I— A)g (8) 2x, EEUN (oo). 

#Š = co, lilio (a), XaCp(T)N (oo) pr(x), F 
Aš € D (or (x)); ##Š coc MA TE— BJA Sea, EE = D (40). 
由 映 STE = @ (1) 

(¿I— A) = QI—T)@ (1) R(a,T), 1E p-1(U)`S (eo). 
于 是 

(4I T) o (R(a,T)g CØ )3= x, 41D E~! (U)N (oo). 
HJ b (1) R (a, T) gC (1) UE 2 Ap - 1 (U) 上 解析 ， 由 上 
AX Rl, Ac € por(x). F É £o (Q4) € @ (or(x)). 这样 
pía(x)& Q(or(x)). 所 以 

c. (z) = (or (x)), x€ X. 

定理 2.1 ( 闭 算 子 局 部 谱 映 射 定理 ) 设 TEC(X),f 是 o (T) 
之 他 域 G 上 的 解析 函数 ， 而 有 量 在 G 与 o({T) 相交 的 每 个 分 支 上 不 
HER WIF(T)ZECA)BCE E HL DOUT RE CA) CE, mH. 

0 jr (x) - f(or(x)), xcX. 

证 明 先 证 明 第 一 个 结论 . Raca Spol), 4A-— 
R (a,T), p=@ (4) = (A—a)*!, e(y) - f (@-l!(a)), uE 
e (G), TEQE:o (A) ZIRO (G) LIRIE, E | (G) 
与 rc( 4 相交 的 每 个 分 支 上 不 为 毅 数 。 由 Ries-Dunford X F 
财 算 子 的 函数 演算 ， 

f(T) =ç (A). 
这 样 由 第 一 章 定理 3.1 知 第 一 个 结论 成 立 ， 
此 外 由 FE) 29(A) ， 知 
Of:7;(X) =G, a; (x), xC X. 
X4C60(0(X) ,由 命题 2.3，4 是 (4) 算 子 ， 由 前 证 p(4) & (A) E: 
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子 ， 因 此 据 第 一 章 定理 3.2 知道 
G; (x) 2 9(o.(x)). 
El 命题 2.5, 
x 04(x) = P(ar(x)). 
所 以 
p(o,lx)) =(P (or (x))). 
根据 9 的 定义 及 人 外 的 单 射 性 ， 
Pp(D(or(x))) = FCO (P (or(x)))) =f (or (x)). 
因此 x 
Orr,(x) =f(or(x)), xC X. 
定理 2.2 X TCC(X)E(A)R f, f#o (T) 2 RGE 
HERAK, ILfEG 3o (T) R22) E] 43 ELE ECC, Hu 
X per (F) - Xr(f I (F)), FC. 
证 明 由 定理 2.1,f(T) 是 (4) 算 子 ， WOX re) (F) 有 意义 . 
CxC€Xr (F), mE 2.1, 
f (or(x)) =c r; (x) SF, FEF, 
JEE, ar(x) SF! (PF). 这样 ， 
x€X,(-'(F), Fes, 
Jig VJ | | 
X ir; (EF) € Xr(f ! (FP), FEF. 
2, ŞxEXr f (GO), TZ 
cr(x)f- (F), FEF. 
HEH 2.1, | 
oprl) =f (or(x)) SFE: (F) =F, FEF. 
因此 x 
Xr#(fFrl(Fy)S X, r: (F), FC Z. 
AE. 
由 命题 1.2 HH PT £383 Fir) ER. 
538 2.3 UG TCC(X), YcLatT, Xo(Ty)'H F, MY 
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cD(T). 


83 TE B (AC) 


C TCC(X)JECA) f, nS RETIRER AS 2 Wa JÉ 
X,(F)-(xlx € X, or(x) SF), FEF. 
一 般 流 形 Xr (了 ) 不 是 闭 的 ， 因 此 有 下 述 定 义 ; 

定义 3.1 TECK ZMA T, HAE MEEF, i 
J¿Xr(F)E IM, METAS (4C). RAER (AC) t BJ z 
性 算 子 可 称 为 (4AC) HT. 

定义 3.2 RT ECX), YCcLatT# Jg TB k K x< 间 ， 
Ad APT GEB GET EAZ, E 

c(T|Z) co(T|Y) 
可 推出 ZEY， 

显然 ,如果 TEC(X) 是 (4C) 算 子 ，Y 了 是 的 谱 极 大 空间 ， 
则 ty 亦 是 (4C) 算 子 ; 又 由 定理 2.2 可 知 , 如 果 TEC(X) 是 (4C) 
算 子 ，f 是 o (了) 的 邻 域 上 的 解析 防 数 ， 划 在 它 的 每 个 分 支 上 车 
非常 数 ， 则 f(T) 亦 是 (4AC) 算 子 ，。 

命题 3.1 如 末 TEC(X) 的 谱 极 大 空间 YESD(T)， 则 Y 
Inu. 

证 明 iSca(X)uTS-ST, n€p(s).cS,- ul —8, 
HSCX) Lg Im. XS ÆA, difiYcbQ), 
SUE 

TS,Y-S,TYcSs,.Y 
n aMSiYcLatT, 

IKACo(Ty), XS fEfixce S,Y, ZEAR(AI—T)x-0, H F 

存在 yEY， 使 X= Siy， 所 以 
Sı (4I—T)y= (I—T)Sig= (KI—T)x = 0. 
R Sini, HRGOI-—T)yg-0, Bj 
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(AI — Ty)y - 0. 
TAI—T,npxs, Ddjty-0, M Wix-0. "| W. M-T|S: Y£ 
单 射 的 。. 
若 xE31:Y, 则 有 zyEY, 使 得 x= Siy, 而 4 一 和 是 满 射 的 , 存 
tzcY, 518 
(AI -T)z- y. 
因此 
(MI—T)S;z-S,(AI —T)z-S1gy-x. 
HSizcS,Y, WAI—T|S.Y beg Ag X FEAC o(T] S,Y),Hl 
c (TIS, Y)&o(T:). 
因为 了 是 ! 的 谱 极 大 空间 ， 故 SYS 了 Y， 因 此 
SY = (4 一 9 )YC°SY. 
可 见 了 是 了 的 超 不 变 子 空间 。 
定理 3.1 设 TEC(X) 是 (4C) 算 子 ， 则 对 任何 FE 多， 
Xr (F) ETERRA, mE. 
- a(TIX: (F)) cFüio(T). 
证 明 X Xr. (F) 是 谱 极 大 空间 的 证 明 可 完全 仿照 第 二 = 
定理 2.2 来 进行 。 
AEF. ^4 PARIS: 
(i) Ax oo, XH EfIx C Xr(F) ,or (x) CF, sQ) ED 


(AI —T)z(A) = x. 
由 命题 2.1 Z (v), or (#(4)) =or(x) SP, R8], #(4) € Xr (D). 
XWH TIX-(P)2& W 81 89, XTX: (F) (AJ TF, k 
H 821538 (iv) Aid & e (T| X, (F)). | 
(ii) 4= co。 对 任何 xE 人 rzr (P), Ër oo C or(x), Hid 
8i 2.4 "TA, xc D(T). TE) m» Ao TI Xz (F) & 
ERRET, Hoog o(T|X;(F)). 
o(T|Xr(F))SFP., 
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Xr (F) TJ T 3 T A BE. ANE 
a(T|Xr(F)) €o(T). 
AU Tm. Ew 1.2HHJUuE3H, RMA.: 
定理 3.2 设 TEC(X) 是 (4) 算 子 ， 则 了 的 谱 极 大 空间 此 
是 之 解析 不 变 子 空间 ， 
同样 不 难 证 明 下 面 两 个 例题 ， 
命题 5.2 设 TEC(A) 是 (和) 算 子 ， 则 了 T 之 任意 多 个 谱 极 
大 空间 之 交 仍 是 工 的 谱 极 大 空间 。 
命题 3.5 设 TEC(X) 是 (4) 算 子 ,Y,ZELatT, IL YCZ; 
hn 
(i) #YATHWJREF N KC ZE, nYGdTim WA B: 
Gi) ”车 了 是 Tz 的 谱 极 大 空间 ，2Z 亦 是 了 的 谱 极 大 空间 ， 则 
Y 是 工 的 谱 极 大 空间 。 
定理 3.3 设 TEC(X) 是 (4C) 算 子 , 了 是 荆 的 谱 k Ju lH], 
yij | 
Y - Xr(o(Ty)). 
WEBB 对 任何 9E 工 ， 由 命题 2.2， 
or(y) = or,() So(TY). 
INVE, yCXr(o(Tv)), i 
Y cXr(o(Ty)). 
hz. H-FTAE(AC)3 T, HEH 3.1, 
g(T|Xr(a(Ty))) &o(Ty), 
再 由 谱 极 大 空间 的 定义 3.2 及 了 是 谱 极 大 空间 可 知 
X1(o(T y)) EF. 
这 样 
Y = Xi(o(T»)). 
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$44 闭 可 分 解 算 子 


定义 4.1 工 EC(XK) 称 为 可 分 解 算 子 ， 如 果 
(i) frfET Z W A X< E zB (Y, 使 得 ， 


X = V (Y), c (T |Y ,) EX (k= 1,2; )3 


(1i) Xj € -HITE Eri (Gi i-i, 存在 T 的 谱 极 大 空 [Hi 
MY. in. EB 


X= XY, s(T|Y.) SG, (kel). 


WERMXTCOG(X),sxHiüEXi5:- 章 的 定义 1.2 是 
一 致 的 。 
特别 。 由 定理 2.,3， 若 某 个 G; 相对 紧 时 ， WY CD(T) e 
由 定义 4.1 不 难 证 明 ， 
命题 4.1 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ,，G 是 Cw 的 开 集 、 
有 目 GNo(T) 直 $$， 则 存在 TT 的 非 零 谱 极 大 空间 YY， 使 得 
cg(T|Y)cG. 
定理 4.1 TECA) ET 分 解 算 子 ， 则 
o(T)N teo) =o. (T). 
证 明 车 存在 4 € o T)NC(eo) U o, (T)3, Ho(T)]% 
co (T) E JJ HR ##EJFBDRG , 84 C G, MEC lo. (T) = 4. 
由 命题 4.1， 存 在 工 之 谱 极 大 空间 工 ， 使 得 
| o(T|Y) EG. 
存在 4€00(TIY) SSG。 由 于 00 (TIY) Sos(TIY)， 因 此 
u€oc,(T|Y) co.(T). 
这 和 G N. (T) =ó2)8. 证 毕 。 . 
定理 4.2 ” 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ， 则 T 是 (4) 算 子 、 
证 明 Zf; DD(T) 是 解析 也 数 (DE € 中 开 集 )， 日 使 


— 166 — 


(AI—T)f(A)=0, 4€D. 
不 妨 设 D 是 连通 的 。 车 DN p(T)#$,， 令 USDNp(T) 是 一 小 
Jr Ex, ， 则 
(AI - T)f(4) 0, ACU. | 
ÆU |, M-TH, SRf(A4)-0, AEU. 由 解析 函数 之 唯一 性 
€, f(4) =0，4ED。 因 此 可 设 DPSEp(T) 。 
今 {G1,G;s} 是 Cs 一 开 复 盖 ， 使 得 G1 是 单 连 通 的 有 界 开 
S. mlt. 
DNG, = (kz1,2). 
由 工 的 可 分 解 性 ， 存 在 的 谱 极 大 空间 {了 1 , Y, Y, BER 
X=Y,+Y,, c(T|Y,) ZG, (K -1,2). 
HFG: ÆR, Y SDT). HEDWwGix4,H Bae 
1.2, # fE NJE EIRV C DN G, V EBJfE UTER Saf .V-= Y, (k = 
1,2), 14 
f (0) Sfi (4) +f. (A), i€v. 
If, fi EDT), xf: ED(T)。 于 是 
= (AI-T)f(A)=  GI-T)f10) + (GI-T)fo (4) AEV., 
因此 | 
(AI— T)f 1 (3) = (T-ADfo2() EY NY, AEV., 
SY =Y, NY, MJ YY, f z= jJ, HYcD(T). 而 六 在 
PITY on 2 xiu, VC o(T]|Y). @g, (2) = QI— T) 
f (A), WR(,To)gi1i(1) EY, 1EV. mE 
QT~—Tyr )(f (2) - RO,Ty)gi()2 
= (AI-T)fi(4) -(a—Ty) R(A,Ty) g (4) 
-0, ACV. 
HFAI-—TyuEY,.ERn pm, P 
fil) Ra, Ty) g1()), AEF, 
BH fi(4)€ YCYs;. 从 mif (4) €Y5, AEV. da BE Ur JF dn, 
f (4) € Y, AED. XDNG.*9, 9" RJEFBDESW cDNG,, IB E 
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(4I—Ty,)f(4) = 0, AEW, 
WH WC o(T,,), T#ËEf()=0, AEW. fi H fg Ur E RUE — kE 
jE XH, f(A)=0, Ac D. 
定义 4.2 T CC (X) 9g T 42 SES) KF, W R W CEH 
FERE EUG. M... FETH T Z F zx BE. (Yit 
使 得 
X= Y Y, o(T]|Y,)cG,, (k=l,=.n), 


k =1 


o(T) = U e(TIY.). 


命题 4.2 i TCC (X) JEN T, n 了 是 可 分 解 谱 的 
AH T. 
证 明 设 iGi}?-; 是 Cs 的 开 复 盖 ， 由 于 TT 是 可 分 解 算 子 ， 
存在 的 谱 极 大 空间 族 { 了 ;};.;， 使 得 
X= Y'Y,, g(T|Y,)cG, (k=1,.,n). 


k =1 


HIE 884.2 X E PB 3.2, 
U o(T|Y.)So(T). 
另 _ 方 面 ， 对 任何 xEX， Ay CY, ,(k=1,- n), Ex = 
Yu. H Ei 2.1, | 


sk -1 


ar(x) € {jor(y:) = U or, (y) € U c (T1Y.). 
再 由 命题 2.2， 


o (T) = U or (x) Ü a (TIY,). 


-j 


命题 4.3 XTCC(X)ESZZMSSE-T TI 2 X K. 
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证 明 由 定义 4.1 之 (i)， 存 在 T 之 谱 极 大 ZAUN- 


X= xw. = VO Lo(T]|Y,) EX (k21;27*-). 


k = 1 


HE 38 2.3, Y,cD(T) (k-1 l, 2,9), 因此 
DT) = X. 


HE EE, 

对 任意 复数 4，D 表 示人 CC。 约 任 意 Borel 集 ,， 今 
4i-D-i4—ulucD), D`'= {u| uE €., u^! cD). 
MEB, DECHIFRAR, A-D, DORE Ce 中 的 

站 或 团 集 。 
定理 4.3 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 , 则 对 任何 1Ep(T) 

ML BACON (en. MIRI 

证 明 令 1Ep(T)N\N{oo}， 则 R(4,T) c2 00, x 
AG ii a E CHIESE SE. AH | 

Go-iglu€ €., Inl D IR(O, TID, 

则 {4 一 (Gi UG) 9t E CORREN, dede TUO B 2S 间 
MW(Yi)ra. E4 

X= Y Y, o(T|Y.) A-(6,UG^! (k-1,,n). 


A e(TiY,)e&o(T)(ko1,-,2), ME 

R(,T)Y,cY, (k21,--,2). 
故 

R(4,T)| Y, -RQSTy,) — (kz1,,n). 
据 湾 映射 定理 ， x 

o(R(A,Ty))=C(A—o(Ty)37 (k=1,.,n), 
因而 
x o(R(A,T) IY ) EG UG (k=1,.,n). 

校 着 G6 的 选取 ，o (R(4,T)1Y 了 i) 间 Go。=$g， 故 


c(P(A,T)|Y SG,  (k=1l;*=,n). 
这 样 R(h1T) 是 有 谱 分 解 性 质 算 子 ,， à GO OS Ji 2.4,. 
R(4,T) 是 可 分 解 算 子 。 
命题 4.4 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 , 则 了 是 (4C) 算 子 . 
证 明 ”由 定理 4.2 HL, T E. (A) 算 子 ,因此 只 人 须 证 明 对 任意 
FEZ, Xr(F) EH. Sacpo(T) N(o»), A= —R(a,T), 
由 定理 2.2， 
X4(F) 2X,(Q(F)), FEF, 
其 中 D(A) = (A— a)", 
据 定理 4.3, ACA H| y 6 Ff , H T (FEF, S 
三 章 定理 1.2 4], X4,(05(P)) JE HJ. A JC X: (P) o Bl B3. 
由 定义 3.1, DEGORT. 
命题 4.5 jzTCC(X)mEvUIAMOBT.SBDS 任何 FE Z F E: 
开 集 C 三 了 F， 存 在 工 的 谱 极 大 空间 了 上， 使 得 
FNo(T)Co(TIYT) EG. 
WB <H = F°, W{G, H; Æ Coz IHA., Bp 4.2, 
T 了 有 可 分 解 详 ， 所 以 存在 TT 的 谱 极 大 空间 {了 ,Z}， 使 
X=Y+Z, o(TIY)EG,o(T|IZ)EH, 
HU l | 
o(1)=o(T|Y) Uo(TIZ). 
| So(T|Z) N F=¢ġ, 
FfNo(T)=o(TIY)NFECo(TIY)ESG. 
谱 极 大 空间 Y 即 为 所 求 。 


$5“ 闭 可 分 解 算 子 的 函数 演算 


命题 5.1 i TCC(X), x 3XTacp(T) ,4= —R(a;T) 
是 有 界 可 分 解 算 子 ， 目 
X", .((01) - {0}, 
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Lupa = 
证 明 因为 4 是 有 界 可 分 解 算 子 ， 由 第 三 总 定理 1.2 A, 
是 (AC) 算 子 ， 由 命题 2.3， T 亦 是 (4) 算 子 。 


$(K.);-.c9ot, UL U K,.,= CN o). IH EE 2.2, 


X:(K,) =X,(@(K,)) (m-1,2,--). 
X(@(K,)) C kX. (Kn) = Xa (Ë (k,)) & Js Bl. 因此 {Xr 
(KK )}; .| 是 TT 的 极 大 空间 族 ， ifii 1 由 定理 3. ] ， 

c(T| Xy(K,)) Co(T) ñK, (m= 1,2,*-). 
可 见 o (T|X,(K,)) EX (m= 1,2,) .为 证 等 式 V (X, (C) 


m= 1 


V {X (GD (K.))) = X 


邻 Fu= € NOÓ(K.),mn Sx di 5.2 , 
X A(F; ) ”= X* *(F,) (m= 1,2,.). 


^ GC): )- (xs. ) - ansa se 


m= 1 pn] 


r- (fixae " V X482. 


» mu 1 


43A Z9 Fe o (K.) PU X, (Fu SX, ($ (K,)) FÆ 
Xa (Fi) EX (DBE)). 因此 


Hw] 


见 满 足 定义 4.1 之 (ji)。 | 
{C he: TÉ CLIE SIE S. €. 5 — T. £ x 
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{D} i- EDS G,.(k=1, n), 3x FE {BD(D1)} i- Mi Æ 
o (A) IHA. AR SHORT, d fE AB E W X E N 族 
(Y... 使 得 


X = Y" Y,o(T|Y.)c @ (D.) (t = 13,8). 


HUP XCERU AX, (P (00) )) t -是 4 的 谱 极 大 空间 ， 而 是 
Y .CXA(D(D.)) (k-1,,m. 
TR 


X=}, X,(0(Di)). 
HE 2.2, Xr(Di) - X,(O (Di)), Ust 
X = Y^ X. (D). 


据 定 理 2.1 ，T 是 (4) 算 子 。 i Xr (D) E 闭 的 ， 故 和 Xr( 万 :小 
是 :上 的 谱 极 大 空间 ， 且 

riXr(D))S 万 SG，(=1 72)。 
这 样 亦 满足 定义 4&.1 之 (ii， 故 了 是 可 分 解 算 子 。 

m 5.2 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ，f (和 ) 是 o(T) 的 邻 
域 c 上 的 解析 函数 ， 则 f(T) 是 可 分 解 算 子 。 

证 明 CE EC H Riesz-Dunfordi Zi iR EA, f (T) € Z(X). 
^a€G'Cpo(T), A» —R(a,T), n= B= (2— a)" 1, 
9(u) =f(@-1(u)), úC @ (G), Wo) o (A) 2 Spa LIAE 
析 函 数 ， 且 4 是 可 分 解 算 子 。 又 

f(T) =0(4)。 
于 是 由 第 三 章 定理 4.1 知 p(4) 是 可 分 解 算 子 ， 因 此 了 (人 T) 是 有 
界 可 分 解 算 子 ， 

定理 5.1 iT €C(X)fG0)J&o(T)zA 5G EGJREBT GS 
数 ， 且 在 C 与 (IT) 相交 的 分 支 上 不 为 常数 ， An REED 
解 算 子 ， 且 对 某 个 a€ p(T)， 使 得 
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A=—R(a,T) X*,.((0)) = (0), 

则 工 是 可 分 解 算 子 ，。 

证 明 不 妨 设 aEG- 。 今 

u= (Aj) -(1—a)**, g(a) =FD (ND)), u€ 6 (G), 
p ix ó (G) o (A) ERIT EGER, H # D (G) Ejo ( A) 22 #J27 
x F 7 38. mBRiesz-DunfordrPE o NA, 

f (T) 9(A). 

据 第 三 章 定 理 4.1 知 4 是 可 分 解 算 子 ;再 由 命题 5.1 知 工 是 可 分 
解 算 子 。 证 毕 。 

我 们 指出 ， 条 件 X%*({0}) = {0} 也 是 工 为 可 分 解 算 子 的 必 
强 条 什 。 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ， 由 定义 4.1， 存 在 一 点 
闭 子 集 {Kna SA, 


U K, = ¢@ N ioo, 
iu. (X + (K .) «7, 是 二 的 谱 极 大 空间 族 ， 使 得 


X = V (Xr(K,)). 


由 定型 4.3 ，4 是 有 界 可 分 解 算 子 ， H 

Xr(K,) = X,((K,)) (m= 1,2,.). 
注意 0& b (K), FEREG EA Gn, B (K,)C G, (m= 
1,2,..). x 


U D (Kn) = € N (0), 


m == 1 


因此 
U G, — €. (0). 


m1 


SFran = Ga MFE Ə P (K,), Bu 


X= V (X: (K,)) = V (X, (0 (K.))) = V (X,(F;)). 


m=] m i 
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从 而 
40)-X--(V Xa (F) ee 


m = 1 m=i 


义 从 第 三 章 命 题 5.2 ML. X CPC s X. (F. ). 


(0} = [Y X* (E) =X (Q Fa) 2X 22 (00). 
uH. 


$6 ” 闭 可 分 解 算 子 的 谱 容 度 


设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ， 对 FEFH， 昌 PF 二 
£ (F) = 丫 {2Z12Z 是 T 的 谱 极 大 空间 ,和 且 , o (T|Z)ƏF . 
HFEF, $ 
&(F)-4(Füo(T)). 
所 命题 4.5 、， 这 个 定义 是 合理 的 。 
命题 8.1 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ， Y 是 1 的 谱 极 < = 
BJ, HJ EE 
Y-4(o(T;)). 
证 明 H -Fo(T|Y)C o(T), 
YE{Z1Z 是 了 的 谱 极 大 空间 ， 且 cf 人 (TI 2Z) = 。 
因此 | 
 YƏe(oc(T,)). 
另 一 方面 ， 对 一 切 
ZE{Z|ZÆT EK 空间， e(TIZ) 2e(T)). 
都 有 | 
MA 
Z 是 了 的 谱 极 太空 3 B]. 
| Mn 
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£ (a(Ty)) ƏY. 


= (o (Tr)). 
命题 6. 2 ATECUO AARSET, Hp EITE EF, 
E (F) TJ t K EM, H. 
c (T| #(F))< F, FEF. 
证 明  $ACF^, CO5DF2AJFE, HAEG. H 命题 4.5， 
和 在 在 工 鸭 谱 极 大 空间 了 ， 人 得 使 
Fno(T)Co(T|Y)CG. 
He (的 定义 及 命题 3.2 ，@ (FP ÆTI kAj, E, 
YƏ2E(F)=€(FNo(T)). 


1 


Ç 


o(T|#(F))S co (T|Y)< G 
而 G 包 售 f 是 任意 的 ， 所 以 
o (T| £ (F))e D G=F. 
itte. 


节 题 6.5 TECK) ÆSA TY, MH 


Li (NF. ) = fec), F,cCgr(n-21,2,-), 


= 1 


证 明 今 下 = [|] F, € r. (F) XE FCF, 


95-1 


E (F)y&ec(F:.) (n21,2,*), 


e(F)c () eq) 


n=] 


另 一 方面 ， 对 一 切 自然 数 %， 由 命题 6.2, 
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oc(T|#(F,))SF, (a=1,2,). 


KP.) T ARKEA, BIG 3.2 , nec, ) E T 的 


B 2 |a], rf H H: C sapan 1.3. 
(T|e(F,))S [] F, = F. 


o (T | NEE) c n o 
CHY, A 


i 


EARD, A EeTIY) SF RRE 
c(T| Y) 2F2o(T| ec .)), 


-H 
eu 


Y2[]|e(F.). 
MEFE, TT 

C e(F)C (P). 
所 以 "ol 

4 ( fr. ) = fec. ' 


n-1 


命题 6.4 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ， 则 
GE(K)ED(T), KEX. 


证 明 令 G 汪 K 是 相对 JF, HE 4.5, ff f: T Zi 


极 大 空间 Y， 使 
Küic(T)co(T|Y)eG. 


由 定理 2.3 nAuY e D(T). X HE 6.1, 
4(o(T|Y)) -Y. | 


p -é(Kfhio(T)) S e(c(TIY) €D(T). 


ie J G. BI T SES AXE) AR 子 空 间 


定义 6.1 
se (X) S: 
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£C): SIF>E(F) ES (A). 


nC) ARedEA. 如 果 
(i) a(ġ)={0}. E(C-)=X; 


(ii) « (1r. ) = ec FEF (n=1,2,.)> 
(iii) Wr €.2 JU E4Xi(Cibei. THOME 


Á = ? (G); 


k = 1 


(v) ”存在 紧 致 集 族 {K;}*-:， 使 得 
X= V @#(K 
t — 1 


定义 6.2 UTCC(X), TB xm Eec) à x 
p(QD)dEm, ma 

(v) TCé(F)nD(T))ce(F), FEF; 

(vi) of Tie (E) SF, FEF. 

定理 6.1 WTCC(X)AL HP Apa A. f, MTAA AARE. 

证 明令 @(.) 如 前 述 ; 

&(F) -é4(Fno(T)) 

= N {Z| ZÆ 3k Assn,EHo(TIZ)SFno(T)). 
容易 验证 定义 6.1 rP i) k sZ: 
& (à) = 10], &# (C .) = X. 

是 命题 6.2 ，6.3 2 6.4 TA EX 6.1 15 6.2 中 的 (ii)， 

(v)，(vi 成 六 。 下 面具 须 证 明定 义 6.1 rH (iii) 5 (iv) x. 
困 为 了 是 可 分 解 算 子 ,存在 一 串 谱 极 大 空间 {tY } -0 [88 


X= Vr., o(T| Y) EX,  (kzs1,2,-«). 
=t 
$K =o(T|Y) C€. (k-1,2,--), HAM 6.1, 
Y, = @(K.) (k=1,2,.). 
因此 我 们 有 一 串 紧 集 Ki1 ECB(k=1,2,), H 
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V & (K,) = X. 
k =1 


这 样 定义 6.1 中 的 (iv) 成 立 ， 
W(GL)E-gE CIS. HBTRQHIAMERUSE, FETH 


X=} Y., o(TIY.)CG, (k=1,2,..,n) 
k=] 
YS NZI ZÆ% R ka WE, Ho (TIZ) 2G.no(T)) 
(k=1,2,=. n), PN IE 
Y,cé(G,no(T)-2d4(G;) (kz-1,2,-,n). 
BF pl 
X = ? Z(G,), 


k =1 
为 而 定义 6.1 的 (iii) 亦 成 立 。 
定义 6.3 设 8@(:) 是 闭 的 庶 容 度 ， 我 们 称 
suppé = ñ (F|F € .Z, @(F) = X) 
ZJ EE e (.)BJ XE. 
命题 6.5 iX TCC(X)H djiÉ zz Ee, CEFE, MA 
Gisuppé ó, WIc(G)- (0). 
证 明 RFH, [8 suppé NH +g, 而 且 使 得 (G, H) 复 
C... dui TEuXx9.1, 
X=@(G) -e(H). | 
Ae (G)-1(0), Wd (H) - X, MMH suppe, iX 与 .supp 
SNBXFl8. 
命题 6.6 i TCC(X)R Bib AEE), nj 
X-é(o(T).- 
证 明 K -suppé, RNE 明 KEGo(T). 3A A. fe 
f£A€K No(T), Nk 4ffEBIBIF, EB D B S ji0 (TZ) 不 相交 
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Hara 6.0, #(F)Z (0). 又 由 定义 6.2 的 (vi) 
c(T|&e(F)Dno(T)cFno(T) = 0. 
Z (F) 10)81 F a. PABHKS o(T). Mijn xx6.3, 
X-dc(K)cé(o(T))cx. 

证 毕 。 
由 此 不 难看 出 : 
cs)=oTlGEnoT))D)SEPnoT) zc(T). 
命题 6.7 设 TEC(X) 具 AREE, {G ,是 o(T) 的 

Him. MI ERREF y (Bi 


- ~ (FF,), G, C F,, c(T|& (F,)) EG. 
(£2 1,2,*,2). 


证 明 JEH, 使得 t.-(UG. )UH- U (G 


k = + k =1 


LE H n o (T)=ó. @F, =G UB te 6.1. 


X= Y 


k=l 
因此 
c(T|#(F,))=co(T|#(@, UH) 
c (G. UH) NoT) 
c, (k21,2,-,n). 
元 全 仿 轩 定理 4.2 的 证 明 ， 由 命题 6. T 可 以 证 明 下 而 (X 
SEE 6.8 设 TEC(X) 具 有 谱 容 度 ， 则 T 是 (4) 算 子 ， 
命题 6.9 设 TCEC(X) 具 有 谱 容 度 @， 则 工 有 可 分 解 谱 ， 
HEBA 令 {Gi}t-i 是 0(T) 的 于 复 盖 ， 由 命题 6.7， 丰 在 
Y,=@(F,), FL, C. (k=1,2,.,n). 
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X= LY., o(T|@#(F))SG, no(T) (21,2; 5m. 


TT 
因此 
Ue(TriY)ee(n. 
对 任何 YEA， 
= Dn» y: EY; (k51,2,*,0). 
由 命题 6.872 命题 2.1, 
cr (x) & U owde Ü onr (.)€ U c(T|Y.). 
X dis 2.2, 


o (T) = U erc U o(T|Y,). 


uS. 
命题 6. 10 iTCC(X)RdénEÉWE4(Q), We (F) = X3 
ILC F2o(T). 


证 明 充分 性 。 若 FE 二 cc(T)， 由 定义 6.1， 
EG(F)22(FNo(T)) = (a(T)). 
由 命题 6.6, @(c(T))=X, PV 
e (F) = X, 
必要 性 。 设 8 (F) = 耻 。 由 定义 6.2 Z (vi), 
oc (T)= co (T|@#(F))S F. 
命题 6.11 iETCC(X)ROB BEARES C), N 
suppé = o (T). 
证 明 Hm 6.6, X-(o(T)), AIt 
co(T) c (F|FCc.», @(F) = X). 
这 样 
N{FIFEFF, E (F)=X}=suppf Zo(T). 
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另 一 方面 ， 由 命题 6.10, c&(F)- XCB-AHIX 3 F2Əoc(T), 
所 FE{FIFE Z, £ (F)=X}, Alpi F2o(T), i 
suppé = Y {FIFE.FR, e&(F)-XY2o(T). 
[A] IH: 
suppé = o (T). 
定理 6.2 设 TEC(X) 具 有 W 容 度 @(.)， 则 T 是 (4C) 算 
y, H 
E (F)=X (F), FC Z, 
证 明 由 命题 6.8，T 是 (4) 算 子 . G&@GƏFEJF5, AW 
2--JFSH, fed 
g(T)ZGUH, FAH=ġ. 
因为 了 具有 谱 容 度 ， 所 LL 
X=Z@(G@) +@#(H),o(T|@(G))<€@G, o(T| e (H))C RH. 
$SxCXrQ(F), T 
x*gtz, yC (G), z€ (H). 
SACF'Dnpo(T|e (H)), 我 们 有 
(AI— T)tz(4)—R (S T| e (H))z)x—z-v, 
Hi z(A)& R(A,T)x 的 最 大 解析 扩张 。 因 为 函数 
( )2 (4) —R(A,T|e (CH))z 
EF (o(T|é@(H)) LRI, HERTE, ACor(y). Ait 
or(y cFUo(T| ce (H))cFnH. 
SI EDDUFPF'OH'WBZFüCauchylBis.35F = sc C a, 
由 定义 6.1 EXr()üygu x. 
EG(F)= Xr(F). 
AUCATAEPTEX6, Co. 于 是 存在 4o & F, E 
dist(4o,F)>0. 
“fÓ (A) = (4 一 40) 1, 54 Ao & G, Ili] fo (A) EG F 2205 (x) 
EURIAZ, HHG, FII 
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L| soos 


1 
à c1 
-LÈ soo. (da | RG,TIe QD afe 243 
N 


jl] Od EE, H'Cpo(T|é (B), 
HB f. (四 在 瑟 ' 上 亦 解析 。 从 而 

Lf RG Té UD zf 0042-0. 
因此 x 
J. x (41) fo(4) 48 | yf WalES (0), 


但 是 or(x) SF, TEBAH, HARRA, 


(I-T) x» dfs (o) 1 |. OROL 


-村 | $(A)fo(4)d4. 


It s = 0: Sf o (4) Æ4 = co 处 的 性 质 而 定 。 这 样 ， 
(l I— T) 1x CG # (G). 
因此 x€E (a a 1— T)e (aLe), 所 IX: (F)S #(G). 我 们 


取 一 串 开 集 {Gi}7*-1， 且 使 NG: =F, 于 是 


xe eco ec 180-40, 


5 —3j; f, xC @ (F), BE X 6.2 
or(x) Eorier (x) So(T| E (F))&F. 
PiféxcXr(F), ER e (PF) X: (F). 
e(F)=X:(F), FEF. 
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定理 6.3 设 TEC(X) 具 有 谱 容 度 ; WT E DI P] NER - 
证 明 由 命题 6.9 ，T 是 有 可 分 解 谱 的 算 子 ， 因 此 对 o 《i 
Von E JPASSE (G.M... PELE (F) yi- 88 


k = 1 


X= Y'ée(F,), F, G ,o(T|e (F.)) EG 


(kK21,2,-,n). 
H5 8.2, @(F,)= Xr(F,)(k = 152,7) 


. Wu 
X= Y X«F), o(TIX(,) £8. (6o 2m). 


ix ab T BH f ES 4.12 (i. 


T á 


月 渤 容 度 定 义 6.2 4], EE- R RAG, Yu. BUE 


X= VEK), KEX 
k —1 


(k 21,25), 
再 由 定理 6.2, EK) = X (Ki Bee il, de 


L= 1 


X= V X:(K,), Ilo(T|X,(K.)) EX 


(kK21,2,*-). 
CekG4.dpm()gdu. BORTGEBRSDAMENUCT uc. 
这 样 我 们 也 证 明了 下 面 的 定理 


定理 6.4 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 当 且 仅 当 了 具有 谱 容 度 


87 闭 强 可 分 解 算 子 


定义 7.1 


EIE 


设 TEC(X)，p(T) 非 空 。 我 们 称 T 是 闭 强 可 分 
xfo (T) 4E SUR IRJT 8 38 (G.) ?4 及 TT 的 每 个 谱 


存在 T 的 谱 极 大 空间 族 {Y.}?.,， 使 f 


x 
于 


这 
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Y = 》 YNY, o (T |Y,) EXA (k= 12, 6), | 


k —1 


i) 存在 工 的 谱 极 大 空间 人 7 了- ， 使 得 


Y= Yr, nY, (| 了 SEC， (k=1,2,. n). 


由 定义 不 难看 出 ， 若 了 = 和 X， 则 了 是 闭 可 分 解 算 子 ， 因 此 
闭 强 可 分 解 算 子 必 是 闭 可 分 解 算 子 。 当 工 是 有 界线 性 算 子 时 ， 
闭 强 可 分 解 算 子 便 成 为 有 界 强 可 分 解 算 子 。 

定义 7.2 从 @- 中 闭 子 集 族 .多 到 基 的 周 线性 子 空间 族 22 (X ) 
HJ. EP (*) 7A (和 ) 称 为 强 谱 容 度 ， 如 果 它 满足 下 述 条 件 : 

(i) @(é)=(0), e(C.)—X: 


(ii) #([(]F,) = IBL ACE F,C€.€  (k-—l,2:)1 


(iii) XPfEAJF C Z, URFA A R I i AiG hno H 
等 式 
EGE(F)= >_@(FNG.); 


k =] 


(iv) ”对 任何 FE 2, fifEdEPETXUIK,),7, C 2€, 1818 
d (F) = V e(K.). 


定义 7.3 ATEC Alb SHAE, MTE 有 强 谱 容 
RE), WR 

(v) T(E (F) ND(T))Se(F), 

(vi) o(T|E(F))EF, FEF 

定理 7.1 设 TEC(X)， 则 是 闭 强 可 分 解 算 子 当 且 仅 当 
对 了 的 任意 谱 极 大 空间 Y，Ty 是 了 Y 上 的 闭 可 分 和 解 算 子 ， 

证 明 必要 性 。 令 {Gi}?-; 是 o(Ty) 的 有 限 开 复 盖 ,， XG. 
EHE, EQ lo (Ty) =ó, ifi H (G, Yz -04 x o (T ) iA ER JF 
复 盖 。 由 定义 7.1， 存 在 工 的 谱 极 大 空间 人 je-o， 使 得 


y—-Y^Y,nY, o(T|Y.)<G, | (k20,1,2; n). 


k = Ü 
428 3.2 Zi =Y Y,(k=0,1,2, n) £ THECA E 


a]. 而 且 2z 亦 是 Ty 的 谱 极 大 空间 ，。 由 命题 3.3 不 难 进 一 步 证 明 
o(Ty|260)=o(TIYNZo) So(Tr) Yo (T| Z.) 
C: Go Qqno(Ty)-9. 
ld. Z= 101. X 
a(Ty1Zi) -o(TIY Zi) 
- o(T|Z) 
-g(T|YnY.) 
co(Ty)o(T| Y.) 
cG,no(Ty) 
=G, (k= ] 2,65 


EAM x iRJtZ Yr = 1 ° 使 每 


n). 


FV) fr T mui 
Y= 2,, o(Ty|Z,)SG, (k=1:;2 n). 

k 1 
EH FT Z B] z FJ 23 y HE 算 +, 


到 证 Ty 满足 定义 4.1 之 (i)， 
< 间 族 { 了 je， 使 得 


时 定义 7.1 mig (i), ET I MA 
Y = V YNY,, c(T|Y,) EX (£=1,2,"). 
= 了 NY: 是 Ty 的 谱 杖 大 空间 ，: 
A YAT.) 
Co(Tr)No(T|Y.) 
Cc o(Tr,) (k21,2;* DE 
帮 o (Ty|21) EK， (k= 二 1,2,…). 这 样 存在 Ty 的 谱 极 大 空间 


WiZ hi, EF 


Y= VZ, o(Tr|Z) €9€ (=12)。 


从 定义 4.1 知 TrEC(7) 是 可 分 解 算 子 。 
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充分 性 。 令 了 是 的 谱 极 大 空间 ， 又 Tr = T|YAY ED 可 
ORT. {Gi}! EDONA, i 1 于 4y 是 可 分 MS 
fs HUEX. 4.1. de 在 Ty 的 谱 极 大 空间 {Yi}, SY 
(Kk 二 1,2,…)， 使 得 


Y= V Y,, o(Ty|Y,) EX (k-1,2,-). 
k = 
由 命题 3.3, Y, 是 工 的 谱 极 大 空间 ， = Y. Y, Fri 


y= VY,NY. 


kei 
T E 
o(T|Y,)=o(TIY ° Y ,)= o(Ty|Y,) EN (k—1,2,--). 
再 证 了 满足 定义 T.1 之 (ii)。 SC: JF Æ, BGono(T)- 
9 ,使 {Ci}i2o 复 盖 0(Tr)。 由 定义 4.1 ， 存 在 Ty 的 谱 极 大 空间 
Yio. Y,SY (kz0,012,-,n0, EE 
Y=>,Y,, c(TilY,.)CG, (k20,1,2,-n). 


k -0 


HE 3.3, Y, =Y, 介 了 是 了 的 溢 极 大 空间 ， 因 此 


y- Y Y.nr. 
k -0 
AX A 
o(T|Yi) -o(T|Y n Yi) - o(Ty|Y,)c—G, 
(k0,1,;25).. 
注意 到 
c(T|Y.)  c(T|Y Y.) 
c o(Ty)(lo(TlY:) 
c Geoflo(Ty) 
CG, nlo(T) 
=, 
因而 
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Y NY,={0}. 


Y= > YNY., o(T|Y,)SZG, (k=1,2,.,n). 
k = 1 


推论 。” 设 TEC(X) 是 强 可 分 解 算 子 ,了 是 了 的 谱 极 大 空间 ， 
H o(T|Y)€ C , WITy C 2 (Y) #8 RUIT. 
这 由 定理 2.3 及 定理 7.1 不 难 证 明 ， 
定理 7.2 设 TEC(X)， 则 了 是 强 可 分 解 算 子 "w HP DUST 
具有 强 谱 容 度 。 
IFBB 必 有 要 性 。 强 可 分 解 算 子 亦 E H| ¿p REI CIO, Pq ZE EB 
i, TRAWERS, SHER UE "TR T 2 iu ity (iii? 
(iv). 
EE Gii). HER 6.2, W f^^ Fco, e(F)ET 
EJ GRRE [B], mIIbe(F)-—XTICFE). Ht 
oc (T| E (EF) SF, FEF., 
HAL SAG Jke EFT 复 mo MÒG Jr- Po (T| (F) 
JF e EJ EG, 151G h -0 (TOFA, H 
G:NalTie(F))=¢. 
HEX T.] ， 存 在 的 谱 极 大 空间 {了 了;} :5o。， 使 得 


E (F) — Y e(F)0 VY, o(T]Y,)<G, (X=0,1;,2,.,n). 


由 于 
g(T|& (F)nYs)«co(T|e(F))no(T|Y.) 
c Gs NoT e (F)) 20, 
Hh p | 
E (F) NY. = (9). 
X, 
£ (F) = SERAY, o (T Y,)cG, (k=1,2,,n). 


k=] 


— 187 — 


由 命题 6.1 3 


Y,-4(o(T|Y.:)) (k= 1,2,; 6 n). 
因此 I 

SO (k—]1525»*,n). 
AmfmY.ceé(qG(k212:;- n). HEX 6.1, 


(P)  V'eipineqii)- LaPa). 


k =1 = 1 
Hyw e (Gv). IH TTE 8 B| re PL f aa S T.1. 
对 任何 下 EC TRTETWJIS CA E sL Yea’ Í 使 得 o (T|]Y,)€ 
x (k£-21,2,*-), H 
V é(F)nY. =8 (F), F € =< 


k = 1 


如 前 ， 

Y,-d4(oc(T|Y,)) (t=1,2,.). 
4F,-60(T|Y1) (k z1,25*), 

e()- V e(F) n e (F.) 


k=1 
一 V é(F(YPF,.) 
k =1 
再 令 K; =FNFEN (k-1,2:*-), H 


2(F)= V edu), K, EK (k 152»). 


k —1 


后 证 明 充 分 性 。 设 TT 具 有 强 谱 容 度 (*)@。 强 谱 窑 度 也 是 
AE X. $1. 6.2 中 的 谱 容 度 ， 由 定理 6.4 ， 工 是 可 分 解 算 子 . 对 
T 的 谱 极 大 空间 了， 由 命题 6.1 ， 
Y - £(c(T)). | 
由 定义 17.2, So(Ty) CZ, #f# IK, S S 9€, W4 
Y -e(o(Ty)) = M 4(K,). 


HEE 6.2, @#(K,) =Y. ETHER ABl. X 
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c(T|Y;) o(T|& (K,)) CK, (k=1,2,°). 


Y= VYnY,, o(T|Y JEX (k»1,2»). 


k=1 
其 次 。 令 {Gi}i' 是 o(T) 的 开 复 瘟 , 了 是 T 的 谱 极 大 空间 ， 
F-oc(T|Y)&o(Tiecé(c(T|Y))) co(T), 
WyETGLI S RP. HDOEX T.2, 


Y -Z(o(Ty)) = Y e (e(T;) NG ). 


XA 
4(o(TY)08,)  e(o(Ty)) NLG) 
-YfY,. (k=1,2 e;n). 
其 中 Y=@(o(Ty)), Y.24(8,) (k=1,2,=6 n), Y, ET 的 
谱 极 大 空间 ， 由 等 式 


Y = Y Ynr., c(T|Y,)G. (k=1,2,*. ,7), 
k = 1 


可 知 工 请 足 定 义 了 .1 之 (ii)。 


s8 闭 商 算 子 的 可 分 租 性 


我 们 考虑 闭 算 子 的 商 算 子 ， 
设 TEC(X), Y€LatT, $ 
D(T')-(2l2cX/Y, 2ND(T)AD}. 
对 了 2ED(TY), *ESND(T), 定义 
T's- fz, | 
RIT Hos CT T cs I X/ As dom X T. T" 何 时 为 
闭 算 子 呢 ? 可 以 证 明 : f 
$2 8.1 设 TEC(X), YELatT, Bo(T)Uc(T,)= @€ ., 


— 1$9 — 


RmT'cc(X/Y). 
证 明 因为 p(T) 介 p(Ty) 是 非 空 开 集 ， 存在 有 限 ENE 
p(T) 人 p(Try)。 先 考虑 4=0 的 情况 。 对 工 的 定义 域 D(T) 虐 予 
图 形 范 数 
x lxllz = Hx| + 1Txll, x € D(T) 
Ay T RBS), GD 2 (D(T) l|: lz) Banach fj. 显然 ， 
Z-YünD(T)cD, 日 是 D 的 关子 空间 ， 所 以 D/2Z Æ Banach 
商 空 间 ， 具 有 范 数 
jel 


D/Z 


HR 0Ep(T) Np(Ty)， 因 此 
Ix, , =infClx +z] Tx € Tz 


- infllx 4 2| 
z € Z 


= infC[x + Tyi + Tx yl 
cinftlT (Tx-gy)l + lTx-gilJ 
«UIT | * 1JinfllTx + yl. 


gJ 
lell =<CHT + 1JliaflTx+g], xED(T). 
DIZ y EY 
PITY RIE IRD (T) IA JE YR 
zl. = Ile Tz | = ial tul e apt rt. 
FAT JH | 


Dir 3 (D(T), lllr) 
企 上 述 范 数 下 构成 赋 范 线性 空间。 下 I ub H Dr r £ Banach= 
iB], | 
(2, 2,4 Dreh h Cauchy 列 , (x, 2 í S D(T), H AY 
RATER {2} D/Z Cauchy, MD/ ZERE 的 ,存在 
xED(T), 2 CD/Z, 158 
|2.—42]| 一 0 (n9). 
于 是 szcD(T),H 
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|£s— £|rY —-infllx;—x-* yl * infllTx,— Tx + yl 
y € Y ycr 
< inflx.—x- yll infllTx;.—Tx-Ty! 
y €Y y EZ 
s inftix.x t yl *lTx,— Tx Tyl) 
H 


= |ë, — 2l|o7z—>0 (10) 

DT77 是 Banach 空 间 。 
AUR ža zl + lT z.—2|-0 (99), E ix.) 2 S 
D(T), Wl[2.).2,DivrR Cauchy 列 。 由 于 Drr 完 备 ， 从 而 
#CD(T:), E. 


ET'cC(X/Y), 
最 后 ， 考 入 天 0， 则 0 Co(AI—T)Up(MI —Ty), Bi WU HFE 
AI—-T'ccC(X/Y), BHyET'cc(X/Y), WE. 
^u Y cD(T), WT” cC(X/Y). 
命题 8.2 UTCC(X), YcCLatT, HYcD(T), Wy 
(i) c(T)GCo(T,)Uoc(T*); 
(ii) o(Ty)&o(T)Uo(T ); 
Gii) o(T*co(T)Uo(T;»). | 
证 明 (1) 95  ACo(T)) no(T ), xcD(T), fH 
(AI—T)x-0. 
CT4ER£OD(T)-4. WI 
 (AI- T*)2- G. 
AC€po(T"), 所 以 2 =0。 BEZxCYSD(T), Aim 
(CAI— TIY)x= (AMI— T)x-0, 
但 AC o(Ty), Biz) X=0， 即 41 一 了 是 单 射 的 ，。 
SjSxCX,2CX/Y. BH FACo(T^), TEC D(T?), 


(AI—T^)$ = +. 
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HycD(T)0n$. TZ 
(4I—T)y—xCY. 
XACpo(Tvy), IF, 
z-R(,TIY)tGI—T)y—-x3c€YcD(T) 


Sm 
bit 
yz 
e 

一 > 
HE 


(4I—T)z=(4I—T)y—x, 


(AMI—T)(y—z) =x. 
帮 47 一 人 是 满 射 的 ， 既 有 4E po(7). 
至 于 (让 与 (ii) 的 证 明 可 类 似 给 | 
推论 T EC(X), YELatT, BYCD(T), Wo (T,)G 
MM 
xt GN 8.2 GiS Gii) RHE ub ar TH. 
es 8.3 iT €C(X), YE T J f 3o c 2E Y zs]ül 
I T'cc(iX/y). 
证 明 ”由 定义 2.4 gikid, c(Ty)&o(T). T € 
c (T) Uc(Ty)&c(T). 
我 们 已 假定 对 TEC(X)，pP(T) 郑 $8， 因此 Ë o(T) C... 
TAX. o(T)Uo(Ty) = €.. Bay 8.1, TY'CC(X/:) 
命题 8.4 iT CC(X),YcD(T)ZET WJREVT A S f ze fun. 
X Eg (4): U(A)>D(T') EBE 83 , FL(AI- T") g (À) = +, 
ACU(A Á) N (eo), RiunU(4,)2&4o € C FADA. TIRE TERR 域 
V(As) CU (A) RARI RZ h(A): V(Ao)-—D(T), M8T3A(A) 
-g(1, AEV (Ao), HILOI—T)R(A)2RZE V (Ao) BIX HAEIN E 
A. | 
证 明 ADT ERES rr F IBanachszlB, Ji 
HXPEREÉEZCD(T), H6 
Izlz relier 
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Bamach 空 间 范 数 比 较 定 型 ,| 外 17r7 与 上 or* 是 等 价 的 。 对 于 
CU (he) Ni}, RTA 
T'g()L) -Ag(A4)—42 

A PIR, URU (N) €... W£, T'eG)X M 
U(hs ) £J) Banach 空间 (DT OO) | io) EIRE Pray. Xel): 
U(4, )-- D(T) R REI EEG 3X 者 说 g (1): U(49) —D/Y 是 解 
up ZY INE EA. ep RV (49) CU (Ao) » E DEF TRA). 
VOA) Dann. C(AJ4JACV (Ao). H TV (4 l) C. 
(4—1) h(À) JF 2E AV (A ) IA E DT ER XL. 

Aos, ixl 2g(A)dy At E Fr a Xt. 从 mi g(AbTS 
U(Ai) EET ERA. huñig(4): U(Ao)-—-D/Y ERE Vr i8 FIR 
^g(co)-20, KIE, 7FÆV (Ao) GU(A), ERZ 


co 


g())= 53a, AEV Oa) 


C 
F: D Y folk Sc LN v lallo rS M'(ko 5,2»). 8M 0, 
fra, Câr, EFF 

la S (MADE (k=1,2,). 
IN E R 3 


h(4) = Yu 


E91 
(EV (20) KEDHU E 3 收 $i. 这 样 ，h(4);: V (4o) 9 DIRE Br 
Ei AQ) = g (4)，4EV(4o)， XAR) V (4o) 上 的 解析 


žr, iXRÉ(GI—T)R(QOZRAEJAV (Ao) 8X RJ RE Dr BEL. 

EX 8.1 了 YSED(T) 是 工 的 解析 不 变 子 空间 当 且 仪 当下 有 
PEB: CA). 

证 明 充分 性 . 设 fA): G—D(T)3 # Wr E BO ll 
(AI-T)fG) EY, ACG, Gc C. JE R, T É, f (4) = 
1(7) 是 从 G 到 D(TY) 的 解析 函数 ， 而 且 


— m 
(AI-TY)f (4) = GI-T)f (4) = 0, ¿6 G. 
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T'ARA), afa = 分, 42G. XH, 
f) €, ic. 
必要 性 。 令 f(): G>D(T') ES 8 3, fE 
O = 6, AEG. 
TRGS @- 是 连通 的 。 由 命题 8.4 ， 存 在 SC 及 解析 下 žy 
f (4); UTD(D, BRIO - f(A), ACU. FÆ 
GI- T)f(A)=(41-T*) (f(4) = 6, AGU. 
站 此 
(AMI—T)f (4) £€Y, 1EU. 
HAPIT, (AI—T)AQ) CY, 11EG, XY &TIER Dr R F 
Tx SXf(A)cY.AcY, Ht 
fo -fü)- 8, LEG. 
定理 8.2 iT CC(X)ZECA) RT, YcD(T)ZET BU SZ 8r 
REFER, M 
|. or(x) =[or(x) lo |T,))U orr(#), 8C X/Y, xca. 
证 明 SACpr(x), TEMIA): or(x)-D( T). 
PES 
(4I —T)z(1) =x. 
Sal) -x(à), WI); pr G)-* D(T ) BEER, 而 已 
(AI 一 Tal) = QI— T)x(i) =2, A€ pr(x). 
X or(x)&prr(4), 或 者 orY (£ $) Sor(x), xC 2. KE 
Cor{x) (1o(T»)3)Uorr(2) &or(x), xE. 
-一男 方面 ， 令 4o C orr(2) 们 p(Ty)， 存 在 解析 函数 (A): 
prYr(2)--D(T^), f£8 
(4 一 全 ) 人 (4) = +. 
由 命题 8.4 ， 存 在 1 之 邻 域 Vio)Sprr(2)IMp (ITy)， 及 其 上 
的 解析 函数 x(1)， 使 得 (4) =LA), ACUC). AI 
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(AI—T)x(A) =x+ yla), ACU (o), 
dUby() € YGCD(T) RU (1) LURRERA. $ 

z(A) - R(G,Ty)g(4), | AC€U(X), 
/iz(4); U) >YED(T) ÆRA, H 

(AI—T})(x(4)—2z(2)) =x, AEU (h0) 。 
于 是 

oE prx): xCá. 
再 由 ho 的 任意 性 ， 
orY(à)  o(Tr)C€@pr(x), xEĝ, 


A 


E 
or(x)t£zo(Ty) Uorr(2). 
Xor:*(£)Cor(x), JH 
or(x)&(Cor(x)no(T;)3Uosv(2), x€. 
定理 8.5 RTECS ST, YC D(T)A Tñ J 
裤 大 空间 ， 兄 
o(T*) = o(T) So (T). 
证 明 ETRA HAMECO. YT MAE ud. Bi 
rel 8.2 Z fs RE 8.3, 
oc (T) - o(Ty) Uc(T ^). 
于 是 
o(1)No (Ty) Ço (T). 
-方面 ,着 存在 1Eo (T')`S (o (T) No (P2, 可 做 
c(T) JE 83: {GiG}, fE& o (T) No(T») SG EC， 用 
G;o(T)No(Ty) =bg。7 是 可 分 解 算 子 ， 存 在 工 的 谱 极 大 空间 
Y, Y 2} ° TE TR 
X-Y,-Y,,o(T|Y;j)CG, (i-1,2). 
从 CGI: 与 Cz 的 选取 ， 
o(TIY:)€SG:No(T)S0o(T7). 
HYR TREKS. WYSYSD(T). HEN 9 EX/Y, 
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HyCd.y-ygit yo yi CY (i=1,.2). X: EY Y, 
由 于 4Ep(TIY;)， 因 此 存在 xECY1 几 D(T)， ## f 
(AI—T)x=y;. 
于 是 
(41I—7T )2= 4 = 乡 ， 
即 (47 一 了 妃 是 满 射 。 据 定理 8.1 ， 了 :是 (4) 算 子 ， 由 本 章 定 
义 2.1 后 面 的 注 记 (ir)， 了 7 是 JANE, "HU co(T o, rA. 
jk Ü (TY)Co(T)No (Ty), WE. 
命题 8.5 GRTCCQO RR ARR T, YcD(T) ETM 
洲 极 大 空间 、 又 设 乡 是 T BJ EA K ss aB), H 
Z-ízlzcX, #€ Z) 
ETI K GI. 
证 明 ”显然 ZELatT, SzED(T) AZ, Y 4,0 D(T) 
$. ¿€ D(T'), X2c2, iX 
T'¿ CZ. 
= T> € 2, 显然 TzE 72， 
由 于 TT 是 (4C) 算 子 ， 故 Xrto(T|2Z)) 是 T 的 谱 极 大 空间 ， 


Y cZcXr(o(T]lZ)). 
XT Ed HRT, WuETIXr(O(TIZ)) ÆSA DP. Hi 
定理 8.3 ， 
o (CT | X (o(T| Z))2?) 
-c(TIXz(o(T|Z))) NoT) 
co(T|Z) Na(T|Y), 
Xo(T|Z)-o(T|Y)Uo((T|Z)*), Bit 
o (CT |X«(o(T| 2))) 2 &o((T1Z)?). 
因为 [T|Xr(o(T|2Z)))7 可 等 同 于 TY|Xr(o(T|2Z))/7Y， 故 有 
c(T*|Xz(o(T|Z))/Y)Co(T"|Z/Y) =o(T*|%), 
是 TY 的 谱 极 大 空间 ， 故 
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Xr(c(T|Z))/YCZ. 
H ZHJ2E X, 
Xr(c(TlZ))cZ. 
Ho, Z=Xr(o(T|Z))A TBHEIXAzB. 
四 上 还 这 些 结果 ， 仿 照 第 三 章 定 理 4.3 方法 可 以 证 明 ， 
定理 8.4 工 GEC(X) 是 强 可 分 解 算 子 当日 仅 当 对 了 的 任意 
注 极 大 空间 YSCD(T)，T”EC(X/Y 了 ) 是 强 可 分 解 算 子 。 

由 于 了 是 TT 的 谱 极 大 空间 ， 且 YECD(T)， 故 o(T) =o(Ty) 
Uo(T'), Il It o (T) <o (T) o(T)). Xo (T)3E 空 ， 故 
¿C€ o(T)hF, A€o(T), HIYAR(G,T)IR $ F > lH, [3 
JG RG,T) ROT) 都 有 意义 。 我 们 还 可 证 明 ， 

命题 8.6 设 TEC(X) 是 (4) 算 子 ，YGD(T) 是 T 的 谱 极 
AU, MBUJR()A,T)'= R(A,TY), ¿C p(T). 

证 明 对 2 C D(|T^), AC p(T), 

RO, T)! (4L-T*)e - RT)" UI - T)x 

= RQ, T) GI-T)x 
= | 
5 Am. MFrCX/Y, RQ,T)'s-ROAT)e 注意 
T), Kit, RG,T)x€D(T?). xx 
(AMI— T^) R(A,T)?2 
= GI- T) RQ,T)s 
- QI-T)R (u, Tx 
=. 
it. 
命题 8.7 设 TEC(X) 是 可 分 解 算 子 ，YSCD(T) 是 的 谱 
RREZ, WYRA, T), AoCo(T)B)REWAZsiB, pu H. 
; Y *(10)) = (0*3, Ac€ po(T). 
证 明 由 定理 4.3 . AC o(T), ROUT) ARCUR X HI og RE 
AT, HXCBRBHRo(D) EBRE, FEl, Ae € p(T) = 
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peT) C o(T^). HT u y M P f, WY = Xr(F 0), Fo = 
c(T|Y) €. , SF = Ü -F MEEF EXI(4) = (A— to)!, 
Ag Ào» 
Y - Xr(F,) - Xz(Ao — F) - Xuaos r;(9(P)). 

于 是 了 是 R(4o,T) 的 谱 极 大 空间 。 由 此 AUR(AST) 是 可 分 
解 AT HRU TIRAR TSAS, Hh A 理论， 
R(A a T) 是 可 分 解 算 子 ， 且 

Xs:aoorY,*(10)) = Kr ro rr ({0}) 

Xt (oct) 71) 


=X y LG 1). 


(9J& p(T^)  o((T)*), 


K'sassrE,S((0)) = 10%) . 
定理 8.5 DTCCO)RSIABRT, YCD(T) TM 
极 大 空间 ， 则 T7EC(X/Y) 是 可 分 解 算 子 ， 
WEBB 由 命题 8.7 的 证 明 过 程 可 知 ， 玉 (4 ) 是 可 分 解 
HF, E 
X "etor *(10)) = 10°}. 
jai 5.1, T' EC(XIY) 是 可 分 解 算 子 、 
当然 我们 还 可 像 有 界线 性 算 子 那样 ， 讨 论 闭 线性 算 子 的 
S.Frunzd 猪 想 ， 在 此 就 不 一- : 详 述 了 。 


99 闭 可 分 解 算 子 的 对 偶 理论 


定理 9.1 (i) 设 TEC(X*) BISAT, WHEA 
FE Z, XIi(F'): 是 T* 的 谱 极 大 空间 ， 而 卫 
Xr(F')*  X*r*(F) 
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n iETcC(X), T*E po fi ST. MAE mF C 
(FERTH AN Z< 2 ja], II) El 
LX * r | (F ° ) = Xr (F). 
证 BB (i1) 因 T 是 可 分 解 算 子 ， 由 命题 4.3 ,了 是 种 定义 
的 ， 因 此 T* 是 关 * 上 的 闭 线 性 算 子 ， 即 T*EC(X*)。 令 
(aC o(T) N(oo), A= —R(a;T), (1) = (4-2). 
由 i 完 型 4.3 ，4 是 有 界 可 分 解 SET. HAEE 2.2, 
Xr(F) -X,(@(F)), FEF 
Hi (F) ec, EPE Mm 5.2 知 
X ,(D(F)') -Xi*(O(F)), FEF. 

Ei 4*-t(T—aD)-!3*'-— R(a, T>, IS EET 5.1 À 
有 单 值 沪 张 性 Eha. gS T 4 CA) SET. TA EJE 2.2, 
Xi(F)-X*,«(D(F)), FEF. 

可 让， 为 证 明 (i) 中 等 式 ， 只 须 证 明 ， 
 K.(F)=X,(@(F:)), FEF. 
ExCXQ(PF*), WK =or(z) ESF, MHK FP, -F A 
xCXr(Ki) - X,(G(K))eX,(D (FP). 
反之 ， #xC Xi (DD (F°)), MJ K, = c,i(x) EF, AKZ $ 
(F), TE O(K,)= F°, ifm 
xC X, (K,) = Ys(Q^! (K3)) Xv (F^). 
因此 
Xr(F°) =X, (8 (F)), FEF. 
Erg, Xr(F')+=Xž (F), FEF. XWX? (FF) 是 团 的 ， 
HEE 3.1, Xr(F)t = Xt* (F) # T * J ik X Bl 
利用 第 三 章 命题 5.3 及 与 (i) 相 类 似 的 方法 可 以 证 明 Gi) 
定理 9.2 (i) 设 TEC(X) 2 BJ y We L fr, H 
Xr ((eo)) = {0}, 
WHT**cC(X")a Eu 2 Wë SL + , 
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(ii) ET CC(X*), n RT'm"(AM&T, H 
Xt*((00)) = (0), 
uTd amu. 

证 明 (i) 设 T 是 可 分 解 算 子 ， 由 命 烙 4.3 ,I 是 稠 定 义 
HJ, TCC(X*).SaCco(T) (o9), AS —R(a,T),@ (4) = 
(i1—a)*!, W * 2 — R(a,T*). HER 4.3, AC Z (X) 是 
可 分 解 算 子 ， 据 第 三 章 定 理 5.1 知 ，A*E€ 多 (X*) 是 可 分 解 算 
子 。 由 命题 5.1 ， 为 证 明 T* 是 可 分 解 算 子 ， 只 须 证 明 满 足 定 
x 4.1 Z(i). 

{Kaha EERTE, #: 

U K.-€ 


HERE 9.] , CXr (KG) jaz ÆTI- R RREA, dj UL 
g(I*IXz(K;) )CK., (m=1,2,.), 

H FK, EX (m-1,2, 2, 可知 
o(T*|Xr(K;.)')€ OC _ (m-1,2;:). 


INJ [K =- (co), Xr((co)) = (0), & 


m = |] 


V {Xr (K;)*) 2 C(V Y Xr (K,)D3: 


m = i mei 


-X;(()K:.)^ -Xc((o9)' = X°. 


可 见 满 足 定义 4.1 中 (i)。 从 而 工 是 可 分 解 算 子 。 
我 们 不 难 证 明定 理 9.2 中 条 件 
Xr({co}) = (0), Xi*((29)) = (0) 
分 别 是 Z* 与 了 为 可 分 解 算 子 的 必要 条 件 。 于 是 得 到 如 下 定理 
定理 9.5 工 EC(X) 是 可 分 解 算 子 用 AteceJ) = (02 24641 
汉 当 开 * 是 可 分 解 算 子 几 Xitcoy = 10). 


— 200 一 


£ x + cm š Zhi C858 
3. ATA E f s) p$ 
Sunc? 之 文章 ,其 
BARFE A ih 十 论文 
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Ay at gau xod 
$1 BHliés- 


定义 1.1 BN A SEXE Borel A fj 
的 o-kks F xus MERE), 513 

(i) D(T)2E(o)X, o3 ced Borel Æ; 

(ii) D(T)ƏE(o)D(T), oC @, I H. 

TE(o)x-E(o) Tx. xc D(T), oC Z; 

Gii) c(T|E(o) X) Co, oC 2 
WBIXS EC) THREES E. 

命题 1.1 EBTCCOODJUI SET, EC) Æ HM 5 
解 , TI ECOX, c C Z IRE (OX LEES P E(e lo) ,z G Z 
是 其 单位 分 解 。 DW, 2 o EL, WITIE(c)X AE fp Wb qui vi 


T. 
证 明 MENU =: 
E(v)|E(o) X, t€ Z. itii D(S) = D(1) (1E (o0) X, AE., 


# x EAT, HEC) Æ Bool 
F (r) CE (0o) X) =CE (r) | (o) XIE (o) X 
=E(rNo)|E(o)X-E(rNo)XED(T)QE(0)X 
=D(5). 
EK, IEM TEZ, 
G)D(S) =KE(z) |E (o) X3GD(T) NE (c) X 
=E(r)(D(T) NE (6) X3 
CD(T)( E(c)X 
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= D(S), 
FH, W <xC€CD(S) K z€ Z, HD(S)SD(T) (ii) 
SF(r)x  CT|E(o) XJCE (x) |E(o0) X2Ux 
—-TE(r(lo)x 
= E(vr'lo)Tx 
= CE(vr) | E(o) OLCT] E(0) Xx 
=F(r)Sx, 


NL 
HAC. 


a (SIF(z) E(o) X)  c(T|E(c) X| E(o 1v) X) 
- g(T|E(af1v) X) 


— wami ik. 


C rc Cv, vC, 
dUEX 1.1. TIE(o) RE RET. 
命题 1.2 j TCC(X)/RBHÉ&T, EC) 是 其 单位 分 
Se, WJ T EMET. 
证 明 z E(:)2E T W m rye, DENM 1.1, PEZH 
3JERHUEESOSSXU(K.);... (88 
x= lim E(K.)x, x€ X. 


vf: DD (了) 是 X- 值 解析 函数 ， 使 得 
(AI —-T)f (4) -0, ACD, 
APm-1,2,., 

(AÀI—T) E(K,)f (4)  E(K,) (AI-T)f(4) 0, ACD, 
EKn) ÆA JA DT. Miu E(K.)f; D—E(K,)X 也 是 六- 
BÉ P EE. 出 命题 1.1 ，TIE (KX,)X 是 有 界 谱 算 子 ， 据 第 
弄 章 定理 3.2 i, 

E(K.)f(4) 0, ACD (m-1,2,"). 
Ha BÉ | 
fU) =lim E(K,)f (4) =0, ACD. 


IT E (AE T, 
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命题 1.8 设 TEC(X) 是 闭 谱 算 子 ，B(:) 是 它 的 单位 分 
f, OCX, M 
E(o)X=Xr(0). 
证 明 i xCXi(o), Tlu epan 1.2, 
Or(x) &o. o &pr(x). 
因此 对 AEo ， 太 任何 有 界 Borel $8 v, 
(4I —T)z(A)- x, A5c', 
(4I—T)E(v9)$(À)-E(v)x, ÀACo'. 
MR, E)Z): o E(z) XC D(T) Br RZ, Er, 
Orge x (E (1) x) Co, 
duc 1.1, T|E(v)X Sy HE AK f, HEER PES. BE. 
WE d r TCI, H 
E(o)E(z)x= E(vr)x, 
BOE E K.cotcm-21,2,^*), FA 
x= lim E(K.)x., 
于 是 u 
E(o) E(K.)x- E(K.)x, 
这 样 ， | 
E(o)x -limE(c) E(K,)x - dim P(K,)x= x. 
从 而 ， xCE(o)X, . un 
R, $x€E(o)K. NÀCOo, H3EX1.12Z (iii), R(4, 
T| E(0)X) Æo" ERIT Z, Sa) = ROST|IE(o)X)x, W 
(AI—T)ž(4)=x, ÀACoc', 
io Cpor(x), H or(x)S&0, Nit xcX-(o). 
定理 1.1 设 TEC(X) 是 闭 谱 算 子 ， 则 工 是 闭 可 分 解 算 
d. | 
证 明 由 命题 1.3 WK coc, E(K)X # T ft WR Z 
[3], IH E(-)Bgnp Xi np JE: , 
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X= V E(K,)X, o (T|IE(K,)X)SK, (m=1,2,."°). 


m=i 


& K.^ C, BUEK EX, n AVIA S T EX 4.12 (i). 

EU 对 C -之 任意 开 复 盖 (GG. HROC.WNES—T2T 
fiu: (Di). i, E DSG, (k= 12, 1。 从 了 (之 可 数 
可 加 和 性， 


X-B(C)X- Y2E(D,)X. 


HJ H 
c (T|E(D,) X) ED, SG, (k21,2,**,n). 
F ARIE, E(X HIR REH. Y CLatTl, 
FH o(T|Y)&co(T|E(D:,)X), & 
x=lim E(K,)x, XEY, 
E (K ,,) 是 与 T 可 交换 的 有 ANE HY. 由 第 五 章 命 题 2.1， 
o 7 (E (K.)x) &ar(x) &ar|y(x) So (T| Y) 
Co(T|E(D,)X)cD, (k-i.2:5n. 
E(K.)xc E(K,.) X, Fev 
Or(E(K.)x) Cari, x (E (Kn) x) 
cCo(T|E(K.)X)CcK,.. 
AA [ft] 
cr: (E(K,)x) c D, NK, (m-]1,2,*). 
注意 Di QK EX, W 
E(K,)x € Xx (b, NK.) =E(b, n K,) XS E(D,)X 
(m-1,2,*). 
因此 
x=lim E(K,)xCE(D,)X (k- 1,2,--,n), 
TJ, YcE(D,)X (k= 1:252). 
推论 1 设 TEC(A) 是 闭 谱 算 子 ， 则 CC rf. 
推论 2 设 TEC(X) 是 闭 谱 算 子 ，BE(') 是 其 单位 分 
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又 外 足 与 工 可 交换 的 有 界 算 子 ， 则 有 
AE (o) =E(o) A, cC @2. 
证 明 < oC. C, xCE(o) X, H THEE 2.1, 
or(Áx) Cor(x), HR 1.3, or(x)&o, šW 
or (Ax) Go, 
Fit, Ax C Xr (o) = E(o)X. 所 以 
E(o)AE(o)= AE(o), o € % , 
或 者 
(I— E(o)) AE(o) =0, c€ % , 


MHEROT fo, WARK, C SZ B U K,= c, K, E. F 3r 8 


(m= 1;2,**), tH E(:) 的 可 数 可 加 性 ， 对 开 集 0o， 
E(o)AE(o) = AE(o), 
这 样 ， 对 oc X, A 
AE (c) =E(o) AE (oc) 
= E (o) AE(o)+ (I—E(o°)) AE (o°) 
=E (o) AE(o) + E(o)AE(o:) 
= E (o) ACE (o) + E(o*)3 
= 了 (oj4。 
Boo- E(-) 可 数 可 加 ， 因 此 可 证 明 
AE(o) =E(o)A, ac %#, 

定理 1.2 设 工 EC(X) 是 闭 谱 算 子 ， 则 了 的 单位 分 解 是 
HE—HyJ. 

证 明 < EC), E1( 278 T 的 两 个 单位 分 解 ,由 推论 2， 
对 任何 o,T€ Z, E (o) B(z) = B(z) E, (o). SOEX, F 
A Ë (o)XC Lat E(t). ddp 1.1, S=T|E,(c)X E SR 
WELT, ERA E 2 

Fi(r) =E z) | E, (o) X, rc Z, 
我 们 现在 证 明 
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F(r) < EG) IE, (o) X, z€ 2. 
Uni S JIR RET. IX SAE ARA 9. 3j]. AE np] 
F, = F, ji | 
(r)E (o) =< E (z) E (o), vC £2, OCH., 
BEA s aen iE, "pA E (r) = E(z), vC ZZ. 
HERBE EC) k: S ga fe. KAT aros 1.1 的 
ER. G)ṣ3 Gi) BJ kn, RAUEN Gii), I3 {E Tr E 2. 
o(SlE(tr)Eiı(o)X)Sr. 
RAES 2& r, (AI-T) E (r) EHE, (o) XAG LAI 
英信， 或 省 (AI-T) E E(r) E (o) X= E, (DEWA > IRE 
FIS AS d. 
HEX 1.1, FAA, H 
(AI—T)(D(T) QE) X)= E(z)X, z€ 2, 
E ,(o)E(z)X = E ,(o)(AI— T) (D(T) n EQ X) 
= (AI— T) E, (0) (D(T) N E (1) X) 
cC(AI—-T)E.(o)E()X, - 
in X 1.1 Z D, ME PJ Gs OS ZR ML. 
命题 1.4 TECKNAT, EC) 是 其 单位 分 解 ， 
r 是 开 集 ， 则 
~ o(T) YrEo(TIE(WX)SEo(T) Nr. 
证 明 ”由 定义 1.1， (TIEA) Sr. dí A&o(1). v 
R,-EQG)R(GT)|E(OX, 注意 ` 
R, (AI-T)x = E(v) R (A, T) (AI-T)x= E(x- x, 
x CD(T| E(s) X) , 并且 
(4I-T) Rex = E (x) (AI- T) R (A, T)x 
=E(z)x=x, xC E(v)X, 
Xit, A& O (T|E(z)X), T 
|» e(T|E()X)Co(T) hs. 
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T, # ¿C+r, fBA&G(T| E(v) X), ij 
s = (I-T | E (r) X) `! 
BERWI. HFT, BOEX 1.1, R = (AI-T|E(z°)X) * 
AEN. € 
Rx= R,E(v)x - RyAE(v x, x€ X, 
E R-zR(A,T), (AG o(T). AHE 
c(T)fiv&o(T| E(»)X), 
推论 JVETCC(X);ÉBH EET, Poi! Toupoe wig x 
# +, |PD(T)cD(T), Hj 
c(T|PX) Go(T). 
(S 1.4 285 — BE2) HJ HERI BU n] np], 
命题 1.5 设 TEC(X) EKAT, EC 是 其 单位 分 
ME, Du] 
o(T) 2 () e. 


e `= | 
证 明 ”由 定理 1.1， 荆 是 可 分 解 算 子 ， 再 据 第 五 top PP 
6.4, T Gib ERE ,由 命题 1.3 及 E(:) 的 可 数 可 加 性 ,EB(e)X = 
Ele), e€, T E(:)X= (+ )2 T J W 容 度 , 最 后 ， 


由 命题 6.11，o (T) = n L Kx. 
e € > 


V) HH PEUARONN 


命题 2.1 LEERE TERK o- kk, EC) 是 定义 于 
二 的 可 数 可 加 谱 测度 ， 过 。 是 之 中 一 个 子 类 ， 它 包 含 每 个 集 的 
子 集 及 任意 有 限 个 集 之 并 集 ， 设 9， EXT U E(e)X 上 的 


BERT, X ER eC Xo, QoE(e) ZARR, HE 
E(e)O.x- Qo E(e)x, xC D(Q.). 


XJ 2 o m ier tel. ° E(U e.) = 1, 定义 算 子 O; 
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D(Q) = {x| lim Q. E (en) x 存在 }， 
Ox = lim Q.E(e, )x, x C D(Q), 
n Q € C (X) 是 稠 定义 的 ， 并 且 它 的 定义 不 依赖 于 ler} 的 
ER, 
证 明 显然 @ RREN. uE D(Q) Æ M M. * x= 
E(e.)y, ll2imzent], Q E(en)x= Qor. T7 
lim QoE(en)x= Qox= OcE(e.) y, 


Bil x€D(Q). ixkE(e.)XCD(Q). XE(U e.) = 了， 所 以 
D(O) 3c X rH #8 3: , 
现 证 Q 是 闭 算 本 .。 今 zED(O) m 
lim Q, E(e,) E(e) ze lim E(e)Qo E(e.)2 
= E(e)Oz, eC > 
xx 1 HJH 
QE(e)z- E(e)Qz, zED(Q), e€ Xs. 
NE $K MUR 
OF(e,)z= Qs E(e,)z, z€ X, 
< 
x4. C D(Q), limx, = x, lim Qx, = y, 
HI I 
y-limQx,-lim lim Qo F(e,)x, 
=lim lim E(e.)Ox.., 
AURTE, ME(e,)]|) XF n — RBF. E 
lim E(e,)Qx, = E(e,)g 
关于 nn 是 一 致 的 ， Ja Moore-Smith 收敛 定理 及 Q E(e.) iis fw 
2, 
y-lim lim E (e,)Ox. 
-lim lin @， E (e.) x, 


"n — o 


-limQ, E(e.)x. 
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"bExCD(O), ligy-Qx, 57v cC(X)., 

最 后 证 朋 Q 的 定 文 不 依赖 于 (esu | 2 Dl. S (6.1. 
CS, H MTA ECU é) =T, Qu 

D (Q) = (x|lim Qo E (ëa) eff fE)» 

Q x = lim Q E(ë,)x, xc D(Q). 
Tx€D(Q), W lim E(a.)x-x. f DU DNE 

Ox = lim Q E(ë,)x = lim QE(é.)x. 

LO BHK, M xeD(Q HOx-Qx, Wit Q SQ. 类 似 可 
"Occo. HUQ = Q. um. 

命题 2.2 ”在 前 题 假 设 下 , E(e) D(Q) C D(Q),E(e)Qx = 
QE(e)x, xcD(Q), e€ >. 

证 明 0 {ey CX .xCD(Q), iim E(e) E(e,)x = 
E(e)x, JFE | 

lim QE (en) E (e)x = lim QË (e, Ne)x 

= lim E(e, (1e)0x 
= E(e)Ox. | 

iH Omm, Ele)xED(Q) A. E(e)Qx=QE (e)x. 

现在 考虑 闭 谱 算 子 了 WAR S AOE CET WJ E AE 
i, FEZ (U), H E(o(T)NU)-$. e 是 有 界 Borel fi, H. 
eCU, iiS 1.1, TIE(o XE S39 T, MH. 


o(T|E(e) X) cecU, 
jg Riesz-Dunford 函数 演算 ， 可 定义 了 (TIE(e)X).。 — 
| xC E(e) X E(8)X, 
那么 有 MN x 
| f(TIE(e) X)x= f(TIE(e)X)x. 
注意 | 


不 妨 设 ECCSe 。 因 此 
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R(A,T| E(&) X) x - R(A,T|]|E(e)X)x, A& e,x C E(ë)X , 
政 

f(T|E(ë)X)x=f(T|E(e)X)x, xEE(e)XNE(ë)X. 
XER MTITU E (e) X (Hh ECU F e 是 有 界 Borel $i) 
上 定义 单 信 的 线性 算 子 Qo: 

Qox= f(TIE(e)X)x, xEE(e)X. 

现在 可 定义 算 子 函数 了 (站 ) 。 

定义 2.1 i TcC(X) AMAT, E) £ L SIS 
fg, U JL, E(U)=I, fe. (U); X {e} I 是 有 天 
Borel cR, ë, SU E E(U e.) -I.cGEX f(T) NTF: 

D(F (T)) = {x| lim f (T|E(e,) X) E(e.)x FE}, 

f(T)x=lim f(T|E(e,)X)E(e,)x, x€DG(T). —— 

定理 2.1 f(T) EC(X) 不 依赖 于 Borel 集 列 BJ xx Ws 


HH Ll 
(i) AHER e€ 2, x€ D(f(T)) , 
E (e) D(f (T)) SD(f (T)) 
H 


E (c) f (D)x f (T) E(e)xs 
(ii) XL EeC, 
f (T|E(O X) =f (T)|E(e)X, 
特别 若 ec at mi ecU, W f(T)1E(e)X t 
Gi 42Z-(AA€€, f(4 =0}HE (Z) -0, "f (T) 


wi, H. 
(f(T)3"!= A/F) (T); 
(v) $TCsZ(X), f € s= (o (1)), 则 £D) 有 Hl 
Riesz-Dunford 4 2 —38⁄, X f fk o (T) E Jc 3j ve AF8 
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(v) 今 8E Z (V), E(V) - 1, ij 
D(g(T) -f(T)) »D((g +f) (T)) n D(g 0), 
8g(T)x+f(T)x= (g - f UT) (x); xCD(g(T) + f(D))s 
(vi) D(g(D)f(T)) - D((gf) (DD n D(f (TD), 
g (Df (T)x-» (gf) (D)x, xeD(g (D) f (TD): 
(vii) Zr a= 0, Jj 
D((af) (T))  D(f (T)) 
(af) (T)x= af (T)x, x cD(f(1)). 
证 明  f(T) EC(X) 不 依赖 于 Borel 集 列 的 选取 可 了 由 定 义 
2.1 及 个 题 2.1 得 到 。(i) 可 由 命题 2.2 832), Gi) S eC 228 
Beb. ECSUV ， 特 别 取 e, =e, xcE(e)X, HE V 2.1, 
f£(T|EËE(e,)X)x=f(T|E(e)X)x (n21). 


因此 
limf(T|Ë(e,)X)x=f(T|E(e)X)x. 
Jf(T)x=f(T|E(e)X)x, xc E(e)X., 
E 


f (T) |E(e) X - F(T] E(e) X). 
一 般 令 eco. gdiégk 1.1, T|E(e)X E m AT, m 
GTI X(e) X S J& roy SEF(C) EC) | EC) X, SE AF (U) = 
J|E(e) E, Jig f(T] E(e) X) 是 确定 的 。 今 (eio 是 有 界 


Borel $7, ë, <U, H E(U e-)« 1. KHE JKA F(U e.)= 
J|E(e)X. 邻 xEE(e)XND(F(TIE(e)X)), HE X 2.1. 
f (T|E(e) X) x - lim f (T|F(e.) E(e) X) F(e.)x 
-limf(T|E(efn e.) X) E(e,)x 
-lim f (T) E(e.)x. 
X E(e)xx, HUP fT) iB, M xe D(f(T)) , WE 
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f(T)x=f(T|E(e)X)x, 

E, $xcB(eXnD(f(T), m T E(e)f(T)x=f(T) 
E(e)x-2 f(T)x, "JW f(T)xcEB(e) A. HHEH (1) K (ii) rH 
AJr Borel 集 的 结果 ， 可 见 

f(T)x=limf (I)E(eNe,)x 
=limf (TIlE(eNe.)X)E(e.)x 
=limf(T|F(e,.)E(e)X)F(e,)x, 
HEX 2.1, xC€CD(f(T|E(e)X)), H. 
f (T|E(e) X) x  F(T)x. 

FiüiócukE(vi). $x€D(g(T)f(T)). HiFE(ao(T) NUDO 
V) =0， 不 失 一 般 性 可 设 U=V， 令 {es}*-! 是 有 界 Borelf&, 
de cU(z10, E( Ue) =I. 注意 TIE(e,)X 是 有 界 的 ， 
i] Riesz-Dunford AKARA (i), (1), dq | 

lim (gf) (T| E(e.) X) E(e.)x 
= lim g(T|E(e,)X)fF(T|E(e,.)X)E(e,)x> - 
-lim g(TIE(e.) ) Ete) f (T)x 
= lim E(e:)g (T)fF(T)x 
=g(T)f(T)x, 
ibi X 2.1, z€D((gf) (T), H. 
(gf) (T)x= g (1)f(T)x. 
令 xED(f(T)) 几 DCG(g 有 (TZT))。 由 (i) 与 (ii)， 
lim g (PlE(e,)X)E(e, fO 
-lim g (T) E(e.) f(T)x 
= lim g(T)f (T) E(e.)a )x 
- lim (gf) (T) Ee.) 
-lim E(e,) (gf) (D)x 


= (ef) (D)x. 
"Uu xcD(g(T)Ff(T)) HL e(D)f (Dx 9 (gf) (I)x, ix sk utm 
T (vi). | 
为 证 明 (iii， 取 (vi 中 g =1/f, Hivi) E, 
D(f(T)g(T)) - D(g(T)), D(g(T)f(T)) =D(f(T)), 
u 1. . 
f(T)g(T)x=x, 3 x € D(g(T)), 
g(T)f(T)x=x, 4 x€ D(f(T)). 
这 说 图 F (D) 53e (D) E i BT PR f FE ll g (TT) 的 值 域 是 f(T) 的 定 
义 域 的 子 集 .反之 亦 然 . 若 x C DOO) Hx = g(T)f(T)x, 从 而 
就 有 x ER(g(T)) .这 样 R(g(T)) = D(f (T) XAR (f(T)) = 
D(g(T)) ,这 就 证 明了 (iii). 至 于 (vii) 的 证 明 那 是 明显 的 ， 
SüfkuEHg(v). 4 xc D(f(T) c g(T)). leis 如 前 ， 
注意 TIE(e,)X EH ERU, HHG Gi), F FI ERROR, 
lim (f +g) (TI E(e,) DE(e)x 
- Jim (f(T|E(e.) ) E(e.)x * g(T|E(e )X) E(e x] 
-lim E(e,)(f(T)x + g(T)x) 


= f(T)x + g(T)x. 
HÆX 2.1, xC€D((f+g)(T)) 1 | 
(f g) UD) x S f(T)x * g (T)x. 

这 证 明了 。 

D((f+g)(T))ƏD(f(T)+ g(T)). 
X D(f(T)) 2D(f(T) +e (T)), 83. 

D(f(T) +g(T))SD((f +g)(T)) n D(f(T)). 
由 (Yii) 及 同样 讨论 可 证 朋 

D(g(T))ƏD((f * z)(T) - f (T)) 

- D((f * g) T) n D(f(T)). 
XNA 
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D(f(T) * g(T)) -D(f(T) n D(g(T)). 
这 就 证 明了 
D(f(T) + g(T)) 2D((f + $) (D) n D(f(T)). 
于 是 ( 纪 证 明 完 毕 ， 最 后 证 明 (iv)。 先 考虑 (iv) 之 第 一 部 分 。 此 
时 of(Z) 是 忌 的 紧 子 集 ， 由 第 四 章 命题 3.2  E(oc(T))=I. 不 
失 一 般 人 性 ， 可 取 e, =c (T)(n24), tig X 2.1, 
f(T)=f(T|E(o(T))X)E(o(T)). 
ET E(o(T)) -I, 25 Riesz-Dunford # X ij Et T eg 9 
f(I)—X. | 
MEGVEHETI. HF fF (T) Re gno x Rug Bf (Ty 
ERRARE XK. H (ii), D(f(T)) 23E(e)X,eC BEAR m. 
从 而 义 只 须 证 明 D(f (T)) 2E(K,)X, WEAK, = (A]]A|] >r}, 
r0. r 32 KA. HEK., 包含 在 的 解析 区 域内 ， 从 
Ci) RINE H x | 
D(f(T| E(K.) X)) 2E(K.)X, 
Bee 1.1, T|E(K.)K RAWAT, 其 单位 分 解 下 (.) 满 足 
F(K,)I, HJERTE T=T|E(K,)X, E(K.) = 了 。 
$C-i4llÀl2r—1), r»51, Rr, Cr= {41|4| = R}, 
对 SS ， 设 0O(5) 位 于 C 与 Cr 之 间 ， 则 


(GO) = 让 人 -| ayasa, 


2xt 
对 充分 大 1， 
(AI—-$)! 35475 S", 
对 k>, 8 


KG) = - fiere 1. HAAI- di. 
A C 


; 
4 (e) 是 天 ,的 紧 子 集 的 渐 升 列 ， 目 LUj e.- Es. ih 


f(T|E(e,)X) 


- —f(eo)H|E(e)X+ L | £O) GI-T) Ele.) Xd 


= Cf(9)1 +, I | ADALI 42) LEGX. 
IA JJ 
-jlo el. Lf HA) (I- T)" dà 


AE ERR, ICE PK lim f(T| £(e,) X) E(e.)x, x € X TEIE. 
这 样 (iv) 证 毕 。 
现在 把 闭 谱 算 子 的 国 数 演算 推广 到 更 一 般 情 况 。 
定义 2.2 DERAS 的 和子 集 的 o- 域 ， 吾 () 是 定义 于 之 
LtapmupymnikSmE, f 是 在 S 上 E- 几乎 处 处 定义 的 S- Up 
eX. EXAT T(f)inb: 
D(T(f)) = (x|lim T(f )xfi£), 


r(.) | f.()5(49). 


其 中 
f(s), |f(s)|<n, 
io 4d f(s) >n, 
T(f)x=lim T(f.)x, x€ D(T(f)). 
定理 2.2 iR (S$,X,EQ)), RTG) 如 定义 2.2， 则 
T(f)eC(X) Si mJ. JC», 
(i) D(T(f))=D(T(|fl)); 
Gi) D(T())SD(T(g)), 如 果 |f(s) | 宇 1g(s)1E- 几乎 
处 处 3 
(ii) T(f) B JO HLDOS FEE VE RE AERE SR, H. 
E— esssup|f (s)| & IT (f) 4M E-esssuplf (s)| 
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(iv) T(af)-aT(f) 
(v) T(f+q)ƏT(f)+T(g), H, 
D(T(f) - T(g)) x D(T(f* g))(D(T(f))s 
(vi) T(fg)2T(f)T(s), 
D(T(f)T(g)) x D(T(fg)) n D(T(s))s 
(vii) T(f)E(e) 2E(e)T(f), e€ >; 
(vii) T(/) qu q HI E(f 1(0))=0, H.H 
T(f)'-T(1/f)s 
(ix) x*T (Dx - | f(s)x*E(ds)x, 
x€D(T(f)), x* EX", 
证 明 H C E... KERRAK Xes TÆ fx. 是 有 界 的 ， 
-如 定义 2.2 WATT) ERPAT, EX 
Qox=T(fy.)x, xC€CE(e)X, eC Xe. 
# xc B(e)X(| E(e) X, )A 48 28 22 DJ PE f RR, 
T(fx.)x=T(fx.)E(ë)x 
- T(fx.a:)x 
-T(fx:)E(e)x 
-T(fx.i. 
REEE U E(e)X 上 有 定义 ， 从 命题 2,1,T(f) 是 闭 的 和 
定义 的 线性 算 子 。 
(vii) 的 证 明 可 由 命题 2.2 得 到 ，(iv) 是 显然 的 。 我 们 证 
Gii). $eC€ X, xC€CE(e)X, T 
T (fx )x - lim T(fx.)E(Ce 2x 
-lim T(fx.x..)x 
-lim T(fx.,)x 
-T(fix. 
HESAP xc E(e)X, T(fy.)x- T(f)E(e)x. 
53 —Jjf, 3X xc E(S xe) K, T(f)E(e)x 7-0, H 
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T(fx.)x=T(fx:)x=T(fx.)EËE(e)x=0. 
这 样 ， 对 x<C€E(SNe)X, t 8 T(fxy.)x=T(J)EËE(e)x, H 
T(fx.) =T(f)E(e). 
ik T(f) EA 588, Teh fjs T(fx.), e€ Zo7é—X 
有 界 的 。 由 此 fy. e€ > R E- 几乎 本 性 有 界 的 。 Gib 
的 充分 性 可 类 似 于 第 四 章 命题 1.2 的 证 明 ， 
情况 (i) 可 由 人 情况 (ii) 得 到 ,而 (ii) 可 由 情况 (vi) 得 到 .事实 
k, €if(s)lzlg(s)l, h(s) = 8g (s)/f(s), f(s) = 0 有 时， 
有 (s)=0 ， 当 f(s)=0 时 。 FÆI) 1 , H Gi), T(h) A 
界 ， 又 g = 有 hf， 由 于 D(T(h)) =X, JA Gi) 58 
D(T(f))  D(T(h) T(f))  D(T(f)) DD(T(g)). 
A i | mE 
D(T(f))€D(T(g)). 
UE Gi) AX. 
为 此 我 们 来 证 (vi) 。 令 e, = {slifo | nlilg(s)| n). 
由 命题 2.1 及 前 证 ， 有 
D(T(g))=ixilim T(gx.,)x 存在 }， 
T(g)x-limT(gx.,)x. x€ D(T(g)). 
此 处 了 工 (gX。) 是 由 第 四 章 定理 6.1 确定 的 有 界 SET. 类 似 地 ， 
"EX T(gf)'; T(f), Wit xcD(T(g)T(f)», HANA 
定理 5.1 可 得 
limT(gfx.,)x=lim T(gx,,)T(fxz..)E(e.)x, 
H (vii), WJ zc D(T(f)), x 
T(f)Ë(e,)z=limT(fx.,x.,)ËE(e,)z 
=T(fx..)E(e,.)z, 
类 似 的 ， 对 ze D(T(g)), x 
T(g)ËE(e,)z=T(gx..)E(e,)z. 
E EC BI (vii), 
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lim T(gfz, )xclimT(a x 3) T0(f)E(e,)z 
slim T(g) Ete )T (x 
= lim E(e,)T (g) T (f)x 
- T(g)T(f)x. 
UL, x€D(T(gf)), iL T(gf)x- T ur Me 从 dfi x € 
D(T(gf)) OA D(T(f)). PHH (vii), 
lim T(gy., TQ» - lim T(gx.,)E(e. T (Dx 
-lim T(gx. )T(f)EGe)x 
=lim T(gx. )T(fx. ,)x 
=lim T(gfx.,)x 
- T(gf)x. 
pis T(f)xye€ D(T(g))» |l T(gYT(f)x2 T(gf)x. o Hp hE BH 
T (i). | | 
idv). >e, MU), xcD(T(f) *T(g)), HIU w É 
BER 6.1 AI 
lim T((f*tg)x.,)x 
= limCT (fy. x € Tg 22 
= T(x+ T(g)x. 
于 是 xED(T(f + g)) IL T(f + g)x = T()s « TQ). 反之 ， 
& x € D(T (f g))  D(T(g)), H 
lim T(gx.,)x -limT(f + £)x TRE Xe) 
-limCT((f + $)z*, )x- T(f x. ,)x2 
UT an T(f)x. 
3 2x€D(T(g)). x 
DOG) 1 T) = DIT) ADCC). 
Aiii). E E(f (00  frfiÉEx= 0, #E(fF 1(0))x = 
x, HE X 2.2, xc€D(T(£) EH T (f) x= 0, Aü T (f) 2 
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X. 2, 2 EB(f-1(0))= 0, MJ /Fi E- JU Je Abb aE SC TE) 
H X- Hf 36. PH (vi), 
D(T(f)T(1/f))  D(T(1/f)). 
D(T(1/P)T(f))  D(T(f)). 
T(F)T(ü/f)x2»x, xcD(T(1/f)). 
T(a4/f)T(f)x-x, xcD(T(f)). 
EB); Tf) TU/fyRmS ST, JEK 
R(T(f)) &D(T(1/f)). 
3: xC D(T(f)), WlxST(1/J)T(f)x. VIE xc ROG (1/f)). 
x HR(TO/D)-2D(()), X0 R(T(f))=D(T(1/f)). 
(viii) EE. 
Aux), $xcD(T(f)), x*€ X*, X 
IE(e)|< M, xj — ec X. 
WPXIe.mJjfrxvr8se, 


| |-fG)x*E (ds)x 


| = [Ix*E (e) T (f x1 


= [x*E(e) T (f)x| 
< Mix* ll T (Exi. 


n 

| 1f G) Io E C) ds) S4M|z* UT («1 
Krp vG*E (-)s ds) 表示 测度 EC) HERE. r>, 
FJA f £ x*E(-)x- "EJ, Hi Lebesgue fill gr XE PR, 


| G )x*E(ds)x - tim | f (s)x*E(ds)x 


x =limx* {| f Gs) E(ds) x 
- lim x*T (f.)x 
x =x*T(f)x. 
定义 2.8 ^ T€C(X), Eder EIROA 
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谱 测 府 B(. )， 使 在 定义 2.2 之 下 有 

T-T(f), Hm f(4) = ¿, 
MERT E 33 8 T+, sid, RECONTRA 
解 。 

命题 2.3 定义 2.3 意义 下 的 标 算 子 是 定义 1.1 下 的 请 
BE. 于 外， 在 定义 2.3 中 的 单位 分 解 与 定义 1.1 下 的 单位 分 
解 是 一 致 的 ， 

证 明 令 T 及 EE(:) 如 定义 2.3 中 定义 的 那样 ,由 定义 2.2， 
D(T)S2E(e)X, eC zB RE ABS. WEM 2.2 Z (vii), Ele). 
D(T)zD(T), H. TE(e)x -E(e) Tx, xcD(T). 

S e€, A.&e, f(4) = (às —4) , 4Cei f(4)-»0. 
A& e, 省 定理 2.2 , T(f) 23 AL E X S AT, ml 

T (f) (&4I—T)xs E(e)x» x€ D(T), 
(A,I—T)T(f)x- E(e)x, x€ X. 
JE), E(e) T(f)  T(f) E(Qe) . 由 此 可 见 
T(f)|E(e) K-COOSI—-T)IE(O X)! . 
RIET 5 E(:)#ñ e E X 1.1 mm gk. 

推论 ” 标 算 子 的 单位 分 解 是 唯一 的 。 

定义 2.4 G fE >C HBorel TWA, TEC(X)EÈ 
WAT, S FI) 表示 定义 2.2 中 的 算 子 T(f)， 定 义 2.2 中 单 
位 分 解 就 取 为 工 的 单位 分 解 ， 

中 推论 知 这 一 定义 是 合理 的 。 我 们 还 进一步 证 明 下 和 面 的 伪 
Ru. O 

命题 2.4 Ux TCC(X)ERH T, EC) E REN ZTM, 4 
U 是 开 集 旦 E(U)- I, f#. U 上 解析 ， 则 定义 2.1 与 定义 . 
的 f£(T)—%, 

证 明 S fi(T)5 FACT) WIRE X 2.1 与 定义 2.4 rh 
H FCT). $ (e.)z-, EU Ig rf&mi To, B. U) e. = U. 


.ü = 1 
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UAE 2.2, 
T; - | AE(dÀ)y, x CE(e.) X, 


/pEX2.3, T|E(e, ) Xt RHET. age ua HE F (ey = 
E(efle,)| E(e,) X. HJ o(T|E(e,) X) Sg., X f fE e. k ë 
fr, H O PSPU Se E 6.1 A 


((T|E(e.)X)=| rCoF (GO 
Mf | | 
KT EG )X) EC x = | K(A)E(dÀ)x, x€ X. 
HERE 2.2, 
#(T|E(e,)X)E(e,)x= f. (T)E(e,)x. 
4 x€ D(f,(T)), HE 3 2.1 及 上 述 公 式 ， 
fi(T)x= lim f;( TD) Etes)x. 
IA limE(e.)x = x, 由 定理 2.23 f. CT) AE BH RJ, 所 以 
xED(fa(T)), BfíiCT) 9 fx(T)z, 
这 证 明了 放 (T)&fi(T). 
*o 4 o= (AJ If (A) n), xCE(o.)X, HERE 2.2 及 上 述 


— | 
KT EG )X) Ee x =| f0)EGUX 
-E(e.) | EQ)E (42a. 
-E(e.)fa(T)x. 
从 而 


dim f(T|E(e,)X)E(e,)x= fi (T)x 
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TRO. SPELES fa(T)x , 1H2E E 2.2, 34 x € D(fs(T)). 
fi(T)E(o.)x » fa(T)E(o.)x = E(o.)fa(T)x, 
从 而 
limf,(T)E(o,)x= fi(T)x. 
再 由 定理 2.1 E lim E (o,)x=x fifi (T) d H R T 89 x € 
D(fi(T)), 1 (T)x = fao(T)x. XMH fa(T)Ef (T). 
MA 2.5 jD Ar S 的 子 集 的 o- 域 , E(.) 是 定义 于 允 
上 可 数 可 加 的 单位 分 解 ，f 是 5S 上 -可 测 函 数 ， 则 定义 2.2 
中 的 算 子 工 ( 力 是 标 算 子 ， 它 的 单位 分 解 为 | 
Ei(e)= E(f^'(e)), ec >. 
证 明 < f.(is)-f(s), M |f(s)lms f.(s) 20. 34 
If (s) n. JU 
D(T(f)) = lxllim T(f.)x 存在 }， 
T(f)x*lim T(f.)x, xc D(T(f)). 
由 定义 2.3 与 命题 2.3 及 其 推论 ， 我 们 只 须 去 证 明 


D(T(f)) = (x llim | 2E (aa) 存在 


lai 


T(f)x=lim | 4E. (42s, x€D(T(f)). 


EY 


BI 


r(.)- | AE,(4). 


JAI«n 


P tai o PJ H HdE Hi, 


EX 2.3 设 TEC(X) 是 谱 算 子 ,E(.) 是 其 单位 分 解 ， 设 
ER o(T) 中 有 限 个 点 及 无 穷 远 点 外 , FD) 是 在 U 上 解析 的 ， 而 
目 这 些 例外 点 至 多 是 孤立 极点 ， 又 设 对 这 些 例 外 点 P 有 E(p) = 
0, WI f(T) 是 谱 算 子 ， 其 单位 分 解 E, (e) = B(f-!1(e)), 并且 
o(f(T))=f(ou1)). 
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证 明 < E (e) -E(f 1(e)), BEI 2.1; 
F (e)D(f(T))C D(f(T)), 
H. 
f(T)EÉE (e)x=E (e)f(T)x, x CDD). 
4 ec BTT, "oum ubaEX 1.1 2 (i), F HEB 
D(f(T))2E:(e)X 
dp f ENARE UD. Mu e (= f '!(e) E yU, HpEPH2.1 
z (Gi), D(f(T))ƏE /(e)K=E(e /)X. Mis f YE u 25 uc ZE 7 
Wr. à f dein ot D) stt. KA 
o Uri (e)X) » o(T|E(tei) X) cei o( T), 
Hei 1.4 , xx 3i f f o(T | Ei Ce) X) J 2 ode Ab fr. DS 
keg 2.1 Z (iv), 
D(f(T)iE (e)X))= D(f(T|Ë(e,)X))=ƏE(ei)X, 
Hus 2.1 Z(ii), D(f(T))= E (e)X, 
于 是 ， 要 证 定理 的 前 两 个 结 沦 ， 上 只 须 证 万, 对 每 个 e C Z, 
o(f(T| E, (e)X)C e, REHE 2.1 (i), Bum 
o(f(T)|E(e,)X)C fle). 

HA T|E(e X 是 谱 算 子 ， oe(T|E(e;,)X)mei., Uta 
MIARKA EATA EF Bg Af. BUo(f(A))E 
f(c(4) . $ A&f(o( A). 不 失 一 般 性 ， 令 4= 0， 这 时 d 
WEB] Z& o (f CA)), 或 者 证 明 f CA) FAR. O 

由 命题 1.3, E(AÀA,(c(A)) =I. AI, 2 o(4) fru, Wu 
Ee 1.2, AAR. AA 1/f 在 zc(4) 上 有 界 ， 且 仅 在 o (A) 
内 有 极点 ,因此 1 在 al 上 解析 。 故 从 有 措 算 子 的 Dunford 
函数 演算 ，f(4) 有 有 究 逆 (1/f) 0D. 
| Molh) ER. 由 定理 2.1 之 (iii),f(4) 有 逆 (1/f) (A). 
因为 0 世 f(o(4))， 按 假设 1/f 在 o(4) E FR. 这样 1/f A: 
o (A) 及 无 穷 远 处 是 解析 的 。 由 定理 2.1 之 (Gi) nj An A/F) 
(A) 是 有 界 的 。 这 证 明了 定理 前 两 个 结论 ， 并 县 证 明 丁 
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c (f(1))& f(o( 9. 
u oT Riu WAR Gh ORA. KR Wiik TS 


ga 


o (f(T))Əf(o(T)). $ un HpA-0. X 


339 EOD f " ies 极点 外 是 解析 的 ， 履 了 是 -个 


rpa, DB L fk. ^ e R ZABER, JESS PL el u 
解 本 区域 内。 由 定型 2.1 Z Gi) Kg 1.4, Tj E(e)X 


了 
是 有 LE Hii Ze: Á (T E(e)X). MARATRA 
J, 2.1 2), Gi) ELA mi 1.4 的 推论 ， 可 行 

oce UFIEtO X) - c(f (T) |E(e) X) &a(f(T)). 

推论 Uu TCC(X)mRWSTobESmM B(T)CC(X) 
RGB. 

命题 2.6 lË ACpo(T), WI T RITA R(A,T 
RE W Sg ROTIN 测度 五,({t0}) =0. 

证 明 设 工 EC(X) 是 谱 算 子 ， 由 定理 2.1 及 定理 2.3， 
Rh T) 是 谱 算 子 ， 且 其 谱 测 度 E, () 满足 

E ((0)) * E((u| =0)) = 0. 

反之 ， 设 R(4,T) 是 谱 算 子 ， EHIME E  ((0)) = 0, 

由 定理 2.1 及 定 班 2.3， 
(AI-T) = R(À,T)`! 

是 谱 算 子 ， Ft T RINAT. 

定义 2.5 设 TEC(X) 是 谱 算 子 ，E(:) 是 其 单位 分 和 解 ， 
则 称 算 子 9 : 


D(s) = {zllim | (dx 存在}， 
lAi«n 


Sx -lim | AE(d))x, xcD(S)., 


"n Uc 


lAl« n 
Æ T W. 
定理 2.4 设 SEC(X) 是 标 算 子 ,，E(:) 是 它 的 单位 分 解 、 
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NCcs(X), NE(e) - E(e) N, eC dg. Xi RT N |E(e)X, 
eX, SASER, MSAN BWAT, BGB 位 分 解 
是 E(:) ° 

证 明 WA S+ N C C(X),# o AR | E(o) XS D(T) , 
并 日 E(o) TC TE(o), oC Zi. H EX 1.1, Zura PE, J 
2i ur 明 , 


WHÀ&e, WAT 
M = N| Q-u)" Edi 


MERAT. ELL, (C600, eie RH Borel 8i. 


PA 
INIIA-u]7! «e, 对 4Ee\el. 

[本 

J ^I 


M=(N|E(e)X)| A-a) 1E (dp) 


enf (a-u)-'E (du). 


e/ el 


ANZUN'E()vnp3z18, hE 2.2, 


M* - (N|E(e)) X) f, (A-u)~"E (du) 


eN'| (A-u) ^" E(du); n-l. 


eNe, 


iN N|E(e )X2A DD SE EM, HÆ 2.2 之 (iii)， 


lim sup|| M "||" «lim supll NI | [aw E(dg) |'* 


| + 
exe, 


IHN) max 14-A 
AC tese, 


< ë. 
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RA e»20 E FE oup An MUERE 3 .. S 
R- Yuri (A-4) E (du). 
N = D d 
由 定理 2.2 之 (iii)，R 是 有 界 的 ， 若 x*ED(TIE(e)X)， 由 定 
理 2.2 及 有 与 互 (.) 的 交换 人 性， 我 们 有 


R. (AI-S- N)x = » "un (A-u) "E(dgu)x 


一 》， v] (A-u) ^"! E(d u)x 
`= Y, 


PHIZUINSCSN. HE, Tiikllim J uE (d n) x fi 


n7 Jule 
(p ` NJ 极限 


jim | HE (du) Nx «lim N | uas 


UH oo . 
lu |< n lujen 


N lim | uE (du)x. 


lulan 


fti x € D(T|E(e) X), Wlgi (AI-T) 是 闭 的 ， 


k 
lim(AI-5-N) ON” | (za) "UI EG 
cm n = Ü z 


-= CR 


= lim Í > N*| Q2)" E(d p) 


-Y N | 7n 'E(d u)x } 


= lim(x — M'*'x) 
= X. 
因此 Rx C D(T),"P A: GI-S-N)Rx-x,ixubU]] R|E(e)X = 
((AI-T)] E(e) 9! . 从 而 4 o(T|E(e) X). T 
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oa (T|E(e)X)C e, 
定理 2.5 设 T=S+N, 其 中 5S 是 标 算 子 ,N AGB EU AE 
RHF, H S 与 和 N 可 交换 , $ EC) T J 58 f y M., fÆ 


在 -一 与 0(T) 有 正 距 离 的 邻 域 上 有 界 的 解析 函数 ， 则 FTRS 
UID TL f o, dud. 


Cu 


DL s | rasan. 
n = Ü uel) 
其 中 右 端 是 在 一 致 算 子 拓扑 下 攻 钱 ， 
证 明 Z UƏo(T), HL. dist(9GU, ðo(T))>d(d>0), X 
^|f()| M, ACU. HH AC€o(T), W 
F0) = | fO Got, 
mi C 


此 处 C 是 中 心 为 4 EROS Sepp. TR 


(n)7' |f "Gs M2"4-". 
由 定理 2.2， 


lan | FOELEN AMK2'd-". 


Kas IA 73 NEMES, SR x 

x | fera 
一 至 收敛 到 有 ur R. ^ie. 是 辽 的 紧 子 集 的 浙 升 列 ， 
H. U e, -U , lili 


T|E(e,)X - S|E(e,) X * N|E(e.)X. 
显然 
SIE(en)X=| ¿F(ab, 


其 中 F(e) - E(e) |E(e.) X. 依据 第 四 章 定 理 6.1， 
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KT IE (X) = Y; ECD | pe Fat) 
YD TECO f po OE, 


xC€E(e,)X 
XN!3 E(-)npaci, JIGEFB 1.1 之 推论 2， 
f (T|E(e,) X) E(e.)x 
-E(e) D M | fA EGO 


= E(e,) Rx, xCX, mz]. 
HE 2.2, f(T)S—UxCXd EX, Bf(T)-R 


S3 闭 谱 算 子 的 对 偶 理 论 
命题 3.1 设 X* 为 (0P) 型 冠 间 ，{E(o); oC 2) E X E 
WE, WHE (o)l oE gaya X 上 上 的 谱 测度 
证 明 可 下 接 验证 (E*(o)s oC m) E X* Lb mp X- m 
度 。 仿 第 四 音 第 一 节 的 方法 可 证 明 
Y Ix * *E* (a; )x* | AM lx*|lix**||, x* c X*,x**ex* 


"bío;M.. 是 CC。 中 互 不 相交 的 Borel TE, 
因为 闵 * 是 (QP) 型 空间 ， 由 第 四 章 定理 8.1 及 上 述 不 等 式 


DEI JLE (o,a ERREKAN. pu 


y* = » ,E*(o 


又 由 于 
Et (o )x* (x) =E*( Uo:)x* (x). 
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Br 以 
o) = ES(U ei) (x), x€ X. 


oa 


Af y* = E*( U oi )x*, 换言之 ， 


Y E*(oj;)x*- E*( U o; )x*, x* C X*, 


PuíE*(G); o € @; L X* F YUS EE, 
命题 2.2 设 X* 为 (OP) 型 空间 ，TEC(X) 是 闭 谱 算 子 ， 
RT* C C(X*) B 393 xu. 
证 明 首先 证 明 ， 若 ce 是 有 界 的 Borel 子 集 ， 则 对 任何 
x* EX*, E*(o,)x* ED(T*). 
邻 xED(T)，x* EX*， 由 闭 谱 算 子 定义 ， 
E* (go)x* (Tx) =x*(E(oo)Tx) =x* (TE(os)x). 
另外 。TE(oo) 是 关上 的 有 界 谱 算 子 ， 故 有 Jy* EX*， 使 但 
x* (TE(oo)x) = y* (x): x€D(T). 
由 共 辊 算 子 的 定义 ， | 
| E*(os))x* CD(T*), x* c X*, 
qm 
T*E*(as)x* = y*, 
取 as = {4| lal n)(nu2 1,2;7). Ht E38 Hio At € X*, 
E*(o,)x* C D(T*) (n-1,2,--). 
由 命题 3.1, (E*(o)s oca és pn] nus RE. HUI 
x* = lim E* (0, ^ ° 
BJ D(T*)#: X* bm. 7* 当 然 是 闭 算 子 . 
定理 3.1 ST CCOORBBRT. H T* 必 是 X* 内 的 
谱 算 子 关 "" 3i X* JG (OP) 39 Z= [B 
证 明 必要 性 是 明显 的 。 事 实 上 ，X LIU XE E SUT ARE 
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X 内 用 谱 算 子 ， 因 此 由 第 四 章 定理 8.3 HU, X* 23 OP) Æ 
充分 性 。 设 (Elo); c€ Z) 是 工 的 单位 分 解 。 由 命题 
3.1, (E* (0), o C Z2) Z& X* F BS EDU BE. H dp i3.2, T*CC(X*) 
EADE XB, m HuD(T*)& SGT mI 
X5 7 (x*[x* - E*(o,)x*, oo 是 有 界 Borel 集 } 。 
直面 将 验证 满足 闭 谱 算 子 定义 1.1 之 (i) 与 (iii)。 
“oC, xc D(T), x* cD(T*). KA 
E* (o) x* (Tx) 2 x* (E(o) Tx), 
T RAT, HEX 1.1, 
E(c)x CD(T), E(a) Tx- TE(o)x, 


EN 


E 
E* (o)x* (Tx) = x* (CE(o)x) 
XED DI x*cD(T*), [yt 
I*x*cx*, 
x* (TE(o)x) = T*x* (E(o)x) = E*(o) T*x* (x). 
E* (a) x* (Tx) = E* (o) T*x*(x), xcD(T), x* c D(T*). 
Hi iE a TEX, | 
E*(o)x* CD(T*)), cC Z, 
in iix x*c D(T*)N 
I*E*(o)x*(x) -E*t(a)T*x*(x), xcD(T). 
HF DEX RRE, MAX oca 
T*E*(c)x* = E*(g) T*x*, x* c D(T*). 
A uEUDEX 1.1 Gii. @% 4«&o. EI T E. BB 
d. m 
c(T|E(o)X)co, 
x FE UA I-D) Elo) EDX). — 
On = 1211 JA n) (n=1,2,.). 
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dH 483.2, (A I-T)E(o)E(c,) 是 定义 在 和 上 的 闭 算 子 ， 
ug ayna, 
(A.I-T) E(o) E(o,) € B(X). 
2 x€D(T), x* CD(T*), TE 
(AoI* -T*) E* (o) E* (0 ,) C(AoI-T') 'E(0)3*x* (x) 
= (AsI*- T*) E* (o) E* (o,) CA I-T) ^E(o0) J*E* (o .)x* (x) 
-CGI-T) E(o) E(o.) J*CGoI-T) 'E(o)3*E* (o,)x* (x) 
-C(AcI-T) ! E(o) (44I-T) E(o) E(o,)3* E* (a.)x * (x) 
- LE (o) E(a ,)3* E* (a .) x* (x) 
Pe. )E* (o)x* (x). 
-JJH 
n T) 'E(o)3* (AI*-T*) E* (o) E* (0.) x* (x) 
= C (A I-T) ! E(o))*C(AI-T) E(o) E(o,)J3* E* (o ,) x* (x) 
= C(AsI- T) E(o) E(a,) Q I-T)  ! E(a)J* E* (o .)x* (x) 
= (E(a) E(a.) J*x* (x) 
= E*(a,) E*(o)x*(x). 
TC 
(A4 I*-T*) E* (o) E* (6,) C(A4oI-T) ! E(a)2*x* 
= C(AoI- T) "E(a)3* (A)I*-T*) E* (o) E* (o, )x* 
(n-1,2,:-). 
PIA 
E*(a)C(AsI-T) E(o))*x* CD(T*) (n21,2,*) 
E*(a.)C(AcI-T) ! E(o))*x*—C(AsI-T) * E(o)2*x* 


| —X E*(o)x* (n— oo ) 
itu. B. 
(l I*<T*)E*(oc)(E*(c,)((¿ d - T) 1E(o))*x*) 
E* (o )x* (n—00) 


JA (Ao1*-T* ) E*(0)2& B] RF, Xy x* € D(T*), 
(A4I*-T*) E* (G)C(AsI- T) ! E(oa)3*x* = E*(o)x*, 
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HE, Xp x*cD(T*) 
C(AsI-T) ! E(g)J* (4, I*-T*) E* (o)x* = Et (o0)x*., 
AMH. Ac& e(T*1 E* (o) XX), dx 
G(T*| R*(ao) X*)co, 
"HB. T* C C(X*) ë B] t A T. 


E i 


+J GGEXW.G.Dade" t LE, 本章 主要 是 属 
定理 1.1 届 于 和 孙 普 利 的 文章 [13、。 需 指 出 ， HD 


Ch 
M 
M" 


于 他 的 。 (eX 

算 子 与 有 界 谱 算 耶 之 间 关 系 ， 起 初 也 是 属于 W. G. Badet, 
PERA RK, 作者 在 [7 了 中 己 举 例 指 出 ， ÀK 5 2928 2.6 已 
僧 径 子 理论 已 被 T. lonescu''! 推广 到 局 部 西 线性 拓 


字 间 最 近 王 声望 !、 张 黄 窑 :1 还 引入 介 于 详 算 子 与 可 分 解 
happy DARAN UT LGROTRIR 
T4. TRC. | 


— 233 — 


$ X x< HF 
一 般 专著 
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